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Définition

Definition
Définition. Sur I'espace probabilisé filtré (2, 7, F,P), ou F
est la filtration {F; : t € {0,1,2,...} }, le processus

stochastique
M={M;:tec{0,1,2..}}

est une martingale a temps discret si
M1 Vt € {0,1,2,..}, EF [|M]] < oo;

M2 Vt € {0,1,2,...}, M; est Fy—mesurable;
M3 Vs, t € {0,1,2,...} tel que s < t, E¥ [M; | Fs] = Ms.
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Martingale

Processus a espérance constante

Emm‘l Theorem
Lemme. Soit M = {M, :t € {0,1,2,...}}, une martingale
construite sur l'espace probabilisé filtré (Q), F,F,P). Alors
vt e {1,2,..}, EF [M,] = EF [Mp] .

Preuve du lemme. Vt € {1,2,...},

E*[M] = EF[E” [M,|F)] par (EC3)
= E¥ [My] par (M3). B

o Interprétation. Une martingale est un processus
stochastique qui, en moyenne, est constant. Cela ne
signifie pas pour autant que ce processus varie peu car la
variance Varp [M;], a tout instant, peut étre infinie.
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Exemple

Exemple |

Exemple. Soit {¢, : t € {1,2,...}}, une suite de
(Q), F) —variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées par rapport a la mesure P telles que

o EP[¢,] =0et
o EF [Cf] < 00,
Posons
o Fo={2,Q}, My =0
o Vte{l,2, ..}, Fr=0{C, :se{l ... t}};
Me =Y 1 s

Le processus stochastique M est une martingale sur |'espace

(Q, F.F,P).
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Exemple Il

S o En effet,

il = |

ot la deuxiéme inégalité provient du fait que pour toute
variable aléatoire,

]i () ;ﬁ

0 < Var [|X|] = E [ IX]"] = (B[IX])* = E[IX]] < \/E |IXP]

@ Le choix de la filtration fait en sorte que M est adapté
(c'est-a-dire que Vt € {0, 1,2, ...}, M; est F—mesurable).
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Exemple Il

P e Enfin, Vs, t € {0,1,2,...} tel que s < t,
Exemple
Lemme 2

E” (M, | 7]

M; + Zt; ¢, y}'s]

u=s+1

t
= E'[Ms|F]+ ) EP[G, |7
u=s+1

= EP

t
= M+ ) EV[E,|F]
u=s4+1——~—~
=EP[¢,]
par (EC1) car M, est Fs — mesurable.et
par (ECT) car ¢, est indépendante de ¢y, ..., &..

= M,. 1
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Martingale |

Theorem
Lemme. Dans la définition d’une martingale, la condition
(M3) est équivalente a

M3* vt e {1,2,..}, E¥ [M; | Fr_1] = Mi_1.

Démonstration du lemme. Clairement, (M3) = (M3*) car
(M3*) n'est qu'un cas particulier de (M3). En effet, il suffit de
poser s =t — 1.

Nous devons donc montrer que (M3*) = (M3). Cela se
démontre par induction. Intuitivement, si s < t alors

EP (M, |F.] = EP [EH’ (M, | Fe1] |fs} par (EC3),

= EF [M_1 | Fs] par (M3%).
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Martingale I

Mais si s < t — 1 alors nous pouvons reproduire ce
raisonnement afin d'obtenir

B M1 | 7] = EF[EP My |Fia] |7 | par (EC3),
= EP M5 |Fs] par (M3%).
I suffit alors de remplacer ce résultat dans la premiére équation:
B (M, | Fs] = EY [Me—o | Fs].
En itérant cet algorithme, nous obtiendrons éventuellement

EP M, |Fs] = ET M1 |Fs]
= Ms par (M3*). R
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& C3 P Q w 1 G G3 P Q
1 1 1 1
-1 -1 5 3 ws 1 -1 -1 P &
1 1 1 1
-1 1 5 14 we 1 -1 1 ok
1 1 1 1
1 -1 5 14 w7 1 1 -1 A
1 1 1 1
1 1 F 11 ws 1 1 1 P&

@ Sur I'ensemble fondamental Q) = {wy, ..., wg}, nous
utiliserons la tribu F = I'ensemble de tous les événements
de Q). La filtration IF est composée des sous-tribus

Fo
F1
Fa
F3

{2.0},
c{¢1} = {{w1, w2, w3, wa}, {ws, we, w7, ws}},
0 {81, 8} =0 {{w1, ws} , {w3, wa}, {ws, we}, {w7, ws}},

0{¢1.82. 63} =F.
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Exemple Il

Exemple

@ Le processus stochastique M, construit sur I'espace
probabilisable filtré (), F,IF) est défini comme suit :

e My =0,

o My =¢;

o My =(1+0; et

o M3 =(y+ o+ Gs.

@ Par construction, M est adapté a la filtration F.
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Exemple Il
Exemple

o M={M,:te{0,1,2,3}} est une martingale sur
(Q, F,F,P).

o En effet, la condition (M2) est déja vérifiée car M est
F—adapté.
o La condition (M1) est aussi satisfaite car Vt € {0,1,2,3},
EP [[Me[] < BV [151]] +ET [|Go]] + ET [125]] = 3.

o Verifions la condition (M3*).
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Exemple

EP My | Fo]

Exemple IV
EF [My] par (EC4)
0
Mo
{wl,w2,w3.w4},
1 1 1 1 1
Zl2xs-2xZ - S)=-1
%( ><8 ><8+0><8+O><8>
_1;

{ws, we, w7, wg},

1 1 1 1 1

[l T
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Exemple

Yw

EP [M3 | 73] (w)

Yw

EP [M3 |72 ] (w)

Yw

EP [M3 |72 ] (w)

Yw

EP [M3 | 7] (w)

Exemple V

{w1, wa }
1 1 1
i(3><81><8>:2etM2((0):2
{ws, wa}
1 1 1
i(1><8+1><8>:0et/\/12(w):0
{ws, we }

1><1+1><1 =0et My(w)=0
I 8 8) 2
{wr7, wse}
1 1 1
I
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Exemple VI

@ Par contre M = {M; : t € {0,1,2,3}} n’est pas une
martingale sur (Q), F,F, Q). En effet,

S

EQ [My | Fo]

EQ[M,] par (EC4)

-1 -1 -1 -1 1 1 1 1
e

2 "14 " 14 " 14 "14 " 14 " 14 " 14
6

14
0

Mo.
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Exemple VII

Exemple

@ Conclusion. Le fait qu'un processus stochastique soit une
martingale dépend de la filtration et de la mesure. C'est
pourquoi on voit parfois la notation (IF,P) —martingale
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Définition

Définition
Exemple
Théoréme

Definition

Définition. Le processus stochastique X et le temps d’arrét T
sont construits sur le méme espace probabilisable filtré

(Q, F,F). Le processus stochastique X7 défini par

Xi (W) = Xenr(w) (@) (1)

est appelé le processus arrété par T.
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Exemple
Définition
Exgmple
Théoréeme w XO X]. X2 X3 T X(;[ Xf X2T X?:[
1 1
w, 1 1 11 o 1 1 1 1
w 1 3 1 5% 3 1 5 1 3

S
[y
N
=
—
—
—
N
N
N
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Théoreme

Theorem

Théoréme. Si la martingale M et le temps d’arrét T sont
construits sur le méme espace probabilisé filtré (Q), F,F,IP)
alors le processus arrété M7 est lui aussi une martingale sur cet
espace.
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Martingale arrétée I

Théoreme

Preuve du théoréme. La clef de la démonstration est
Definition d'exprimer M[ en termes des composantes du processus M.

Exemple
Théoréeme

MI = My

t—1
et Vt € {1,2,...}, M;E = M;r (E ]I{T—k}+H{T>t}>
k=0

t—1
= ) Moy M7 + Lo g MF
k=0

-1
= ) Lirmiy Mic + Lz iy M.
k=0
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Théoreme
e Veérification de la condition (M1) :

EP [|M]] = EP [[Mo]] < oo

Définition
Exemple
Théoréeme

et Vt € {1,2,...},

t

EV (IM{]] = EP[

—1
Doy Mic 4+ s 1y Me
=0

k

|

< Y BT [|Tgaig Mil] + EF [[Tioy Me ]

t—1
< Y EP (M) + EP (M) < oo
k=0

car M étant une martingale, nous avons que
vVt €{0,1,2,..}, EF [|M]] < oo.
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e Vérification de la condition (M2) : fheereme
e Mg = My est Fo — mesurable. (2)
herne Maintenant, Vt € {1,2, ...},
. t-1
M, = Z Lir=iy l/’j,

k=0 ~—~—
Fr—mesurable Fi—mesurable

car {T=k}€F; car M est adapté.

Fi—mesurable car k<t=F,CF;

+ I[{th} Mt
JF:—mesurable

Fi_1—mesurable
car
{t>t}={r<t-1}°€F; 4

car M est adapté.

est F;—mesurable.
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Théoréme

e Vérification de la condition (M3*) : Vt € {1,2,...},

Définition M;f - ;—1
e =
= | &L L=y Mic Ty My
k=0

t—2
— (Z ]I{T:k}Mk + 1[{‘(>t—1}Mt—1>
k=0

Lrme1yMe1 + Loy My = s 1y My

Loy M — (Tgeseo1y — Dgr—1y) Mia
= H{TZt}Mt - ]I{TZt} M; 1
car {t=t—1} et {T > t} étant disjoints,
D1y Loy = e 1yuges ey = L1y
= I[{'1'21.“} (Mt - Mffl) :
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Martingale arrétée VI

Théoreme

Par conséquent, puisque ]I{rzt} est F;_1—mesurable

Définition

i EP [M] | Fea] — ML,

EY [Mf — M{_ | Fei]

E” [Trsey (Me = Me—1) | Feoa ]

= ]I{th}E]P [Mt — M1 |ft—1]

= I[{rzt} <E]P [Mt ’ftfl] —E¥ [Mtfl |ft—1])
= H{TZt} (Mi—1 —M;_1) =0

d'ou
EP [Mf | Fia] = M7, B
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Theorem
Théoréme (Optional Stopping Theorem). Soit

X={X:te{0,1,2.}}

un processus construit sur I'espace probabilisé filtré

(Q, F,F,P), oo F est la filtration {F; : t € {0,1,2,...} }.
Supposons que le processus stochastique X est [F—adapté et
qu'il est intégrable, c'est-a-dire que E¥ [|X;|] < co. Alors X est
une martingale si et seulement si

E" [X:] = E" [Xo]

pour tout temps d’arrét T borné, c'est-a-dire que pour chaque
temps d’arrét T considéré, il existe une constante b telle que

Vwe,0<1(w)<b.
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Optional Stopping Theorem |

Preuve du théoréeme.

Optional
Stopping
Theorem

o Premiére partie. Supposons que X est une martingale et
montrons qu'alors, E¥ [X;] = E¥ [Xy] pour tout temps
d'arrét borné.

Soit T, un temps d'arrét borné quelconque. Il existe donc une
constante b telle que Vw € 0, 0 < 7 (w) < b. Par
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conséquent,

E” [Xq]

Optional Stopping Theorem Il

Preuve du théoréeme.

EIP

b
)3 Xkﬂ{rk}]
k=0

b
EI[)

X (H{TZI(} - H{T>k+1}):|

k=0

b b
Z EP [Xk]l{rzk}] - Z EP [XkH{TZk-'rl}]
k=0 k=0

b b—1
EP (X0 + Y B [Xiljeopy ] = 10 EF [Xelljroiin)
= =0

car ]I{TZO} = ]IQ =1let ]I{TZb—‘rl} =1Ilg =0.

b b
EP [Xo] + ) EF [Xkﬂ{rzk}] - Y EF [Xk—lﬂ{vzk}]
k=1 k=1
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Preuve du théoréeme.

b
= EP [Xo] + Z EP [(Xk — kal)]l{'rzk}]

k=1

Optional b

Stopping

Theorem = E]P [Xo] + Z E]P |:E]P |:(Xk - Xk,l) ]I{Tzk} |.7:k71:|:| par (EC3),
k=1

b
= EP[X]+ ) EF [H{Tzk}EP (X — Xe_1 |fk,1]] par (EC6),
k=1
= EY[X]
car X étant une martingale,

EP [Xy — Xe_1 | Fe1] = EP[Xi|Fu1] —EY [Xe1 | Fua]
= Xk-1— Xk1=0.
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Preuve du théoréeme.

e Deuxiéme partie. Supposons maintenant que pour tout
Optiana temps d'arrét T borné, EP [X;] = EF [Xp] et montrons
topping , . 7 . 2
qu'alors, le processus stochastique adapté et intégrable est

Theorem

une martingale.
Par hypothése, X satisfait déja aux conditions (M1) et (M2).
Il ne reste plus qu'a vérifier que Vs, t € {0,1,2,...} tel que
s <t EV[X; |Fs] = X.
°
o Fixons doncsett € {0,1,2,...} tel que s < t.
e Nous dénotons par Ps = {Ags), AE,SS)} la partition finie
qu’'engendre Fs.



Martingales
Optional Stopping Theorem V
Preuve du théoréeme.

Pour tout / € {1, ..., ns} nous construisons un temps aléatoire :

Optional S SI wE AI(S)

Thimen Si (w) =
t siw¢ A,(s).
S; est un temps d'arrét (évidemment borné) puisque
Vue {0,1,2,..},
A,(S) siu=s e Fs
wen:Sw=u=1 (A7) siu=t erRCH

o] sinon e Fo CF,
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Preuve du théoréeme.

Ainsi, par hypothése, nous avons que

Optional

Stopping E]P [XS,-] = EIP [Xo] .

Theorem

Par ailleurs, comme le temps aléatoire T; défini par Vw € Q),
Tt (w) = t est aussi un temps d'arrét borné, nous avons,
toujours par hypothése, que

EP [X.] = E¥ [X,] = E¥ [Xo]

d'ou
EP [Xs] = EP [X,].
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Optional Stopping Theorem VII

Preuve du théoréeme.

Par conséquent, Vi € {1, ..., ns},

0 = EP[X]—EF[Xs]

Stopping = EP[X: — X)]
Theorem -

Al

i

= EF -(Xt—Xs)lI +(Xt—Xt)1[( )c]

d'ou
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Preuve du théoréeme.

Nous pouvons maintenant conclure la preuve puisque,
Optional

Stopping
Theorem ns ]IAS
PIX 7] = ) 2 Xe (w
i=1 1P (A,. ) weA®
S e
i=1 P (AI ) weA 9)
E” [X; | 7]
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Définition

Definition

Définition. Un processus stochastique X = {X;: t € T }, ou

T est un ensemble d'indices?, est dit markovien si, pour tout
ocessus t1 < thp <..<ty, €T, ladistribution conditionnelle de X;,

étant donné Xi,, ..., X¢, , est égale a la distribution

conditionnelle de X;, étant donné X; ., c'est-a-dire que pour

tout x1, ..., x5 € R,

]P [th S Xn |Xt1 = X11 "'1th71 = an].]
= P [th < Xp ‘Xt,,,l = anl] .

?Par exemples, 7 ={0,1,2,...}, 7 ={0,1,2,..., T} ou T est un
entier positif, 7 = [0, T] ot T est un nombre réel positif, 7 = [0, ), etc.
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Processus Markovien Il
Définition
@ Intuitivement, si nous supposons que les indices t sont
temporels, le processus X est markovien si sa distribution
dans le futur étant donné le présent et le passé ne dépend
que du présent.

Processus

Markovien "Une chaine de Markov est donc un phénoméne
aléatoire sans mémoire: la distribution d’'une
observation a venir, étant donné la connaissance
actuelle du systéeme et de toute son histoire, est la
méme lorsque nous n’avons accés qu'a la
connaissance de son état actuel.”!

@ L’ensemble des valeurs pouvant étre prises par le processus
est appelé I'espace d’états de X et nous le dénotons par

Ex.

1 Jean Vaillancourt.
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Exemple

Exemple. Nous lancons un dé a répétition.

S @ La variable aléatoire ¢, représente le nombre de points
Markovien obtenus au n iéme lancer.

@ Le processus stochastique X représente le total des points
obtenus a tout instant, c'est-a-dire que pour tout entier

naturel t,

Xt = ZCH.
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Exemple
@ X est un processus markovien. En effet,
t t—1
Pri u — J— _
Markovien Xe = E gn - Z én + ét =Xe—1+ (?t-
n=1 n=1

Or le résultat du t ieme lancer de dé, ¢,, est indépendant
des résultats obtenus aux t — 1 iémes premiers lancers,
c{¢,:ne{l,...t—1}}. Par conséquent, la distribution
de X; ne dépend du passé du processus stochatique,
c{¢,:ne{l,....t—1}}, qu'a travers o {X;_1}.
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Processus Markovien

Remarque

Procesene @ Question. Pourquoi avons-nous besoin d'un espace
Merkovien probabilisé? L'espace probabilisable n'aurait pas été
suffisant?
@ Réponse. Nous avons besoin de la mesure de probabilité
pour nous assurer que la propriété d'indépendance est
satisfaite.
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Marche aléatoire

Definition
Définition. Le processus stochastique X, construit sur |'espace
Processus probabilisé (), F,IP), est une marche aléatoire s'il admet la

Markovien

représentation
t
Xo=0etVte{1,2,..}, X, = Y &,
n=1

ou la suite {¢, : t € {1,2,...}} est composée de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

Les marches aléatoires sont des processus markoviens.
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