Les martingales

Exercices

Exercice 4.1. Montrez qu'une somme de martingales est une martingale.

Exercice 4.2.

a) Est-ce que tout processus markovien est une martingale ? Si oui, démontrez-le. Sinon,
donnez un contre-exemple.

b) Est-ce que toute martingale est un processus markovien ? Si oui, démontrez-le. Sinon,
donnez un contre-exemple.

Exercice 4.3. Soit M = {M,:t € {0,1,2,...}}, une martingale de carré-intégrable, c’est-
a-dire Vt > 0, E[M?] < oo, quelconque existant sur 1'espace probabilisé filtré (2, F, F, P),
ou F est la filtration {F; : t € {0,1,2,...}}. Le processus n = {n, : t € {0,1,2,...}} construit
sur le méme espace probabilisé filtré est prévisible, c’est-a-dire que pour tout t € {1,2,...},
1, est F,_1—mesurable, n, étant Fy—mesurable. De plus, nous supposerons que pour tout
t € {0,1,2,...}, la variable aléatoire 7, est de carré-intégrable, c’est-a-dire que E [|n?|] < cc.
Montrez que le processus N = {N, : t € {0,1,2,...}} défini par

t
Ny = No+ Yy (Mg — My, )

k=1
est une martingale en autant que Ny est Fy—mesurable.

Exercice 4.4. Soit X une variable aléatoire intégrable (EF [| X|] < oo) construite sur espace
probabilisé filtré (2, F,F, P). Montrez que le processus stochastique {M; : t € {0,1,2,...}}
tel que

M, =E'[X|F], t>0

est une martingale.

Exercice 4.5. Considérons 'espace probabilisé (2, F, P) sur lequel sont construites deux
filtrations {F; : t > 0} et {G; : t > 0} sastisfaisant

Ft C G

a) Soit M = {M,:t>0} une {F;:t> 0} —martingale et soit N = {N;:t >0} une
{G: : t > 0} —martingale. Est-ce que M est une {G,; : t > 0} —martingale ? Est-ce que N
est une {F; : t > 0} —martingale 7 Justifiez vos réponses.

b) Soit 7 un {F; :t > 0} —temps d’arrét et  un {G; : t > 0} —temps d’arrét. Est-ce que
0 est un {F; :t > 0} —temps d’arrét ? Est-ce que 7 est un {G,; : t > 0} —temps d’arrét 7
Justifiez vos réponses.



Exercice 4.6. Soit €1, &5, ... des variables aléatoires indépendantes d’espérance nulle et de
variance Var [¢;] = o2, Posons

n n
Snzg 5ietT3:§ af.
i=1 =1

Montrez que {S2 — T2}, . est une martingale.

Exercice 4.7. Soit {X; : ¢t > 0} une {G; : t > 0} —martingale et F; = (X, s < t). Montrez
que {X; :t > 0} est aussi une {F; : t > 0} —martingale.



Solutions

1 Exercice 4.1

Soient X = {X;:t€{0,1,...}} et Y = {V;:t €{0,1,...}}, deux martingales de l’espace
probabilisé filtrée (2, F,F, P).
Puisque Vt € {0, 1, ...},

EFIX,+Y[l<  E[X)] +  EY[Y <00
N—_—— N——
<oo <oo

car X est une martingale car Y est une martingale

donc la condition (M1) est vérifiée.

Comme une somme de variables aléatoires F;—mesurables est aussi JF;—mesurable, Vt €
{0,1, ...}, X; + Y, est F,—mesurable donc le processus stochastique X + Y est adapté a la
filtration IF.

I1 ne reste plus qu’a vérifier la condition (M3) : Vs, t € {0,1,...} tels que s < t

EY (X, + Y, |7 =EY [ X, |F] + EF [V, | 7] = X, + Vs

La preuve se généralise & une somme de plusieurs martingales en utilisant I’induction.

2 Exercice 4.2

a) Ce ne sont pas tous les processus markoviens qui sont des martingales. Voici un
contre-exemple.
Sur Pespace probabilisé (2, F, P), considérons la marche aléatoire X définie par

t
Xo=0etVte{0,1,2,..}, X, =D &,
n=1

ou la suite {&, : t € {1,2,...}} est composée de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées d’espérance EF [£,] = > 0. Comme X est une marche aléatoire, c’est
donc un processus markovien. Or X ne peut étre une martingale car son espérance n’est pas
constante. En effet,

EY (X)) = E° [Zgn] =Y Bl =) p=tp.m



b) Ce ne sont pas toutes les martingales qui sont markoviennes. En voici un contre-
exemple :

w X;(w) Xo(w) X3(w) P

w1 -1 -2 —4 %
wa -1 —2 0 5
ws —1 0 :
Wy -1 0 %
ws 1 0 2 3
we 1 0 —2 %
wr 1 2 2 5
ws 1 2 2 3
En effet,
c{X1} = o{{wi,ws,ws,w4},{ws,ws wr,ws}}

o{X1, X2} = of{{wi,wa},{ws,ws},{ws, we},{wr,ws}}

o{X1, Xo, Xz} = o{{wi},{we}, {ws,wa} {ws}, {ws}, {wr,ws}}

Le processus X = {X; : t € {1,2,3}} n’est pas un processus markovien sur ’espace (2, F, P)
ou F est la tribu formée de I’ensemble de tous les événements de 2. En effet,

P(X5=2et X =0)
P (X5 =0)

P{ws}

P{w37W4>W57W6} B

wol=[ool—
=~ =

mais
P(X3:2,X2:OGtX1:—1)
P(XQZOGtXlz—]_)

Plg) 0
P{W3,W4} N i N

P(X3:2|X2:06tX1:—1) =

0.

Par contre, le processus X = {X; : t € {1,2,3}} est une martingale sur 'espace (2, F, P)
si nous utilisons la filtration engendrée par le processus lui-méme. En effet, la condition (1)

4



est trivialement satisfaite, (A/2) I’est aussi par le choix méme de la filtration. Il ne reste qu’a
vérifier la condition (M3*). Mais

EF [ X5 |0 {X1, X5}] = X,

car
. —4x:+0x3
Yw € {wl,WQ},E [Xg ’O’{Xl,XQ}]<W): 1 ——2:X2 ((.U)
1
Ox i4+0x1i
Vo € {ws,wi}, EF [X3]o{X1, Xo}] (w) = % =—-0=X;5(w)
1
P 2X g —2X %
Vw € {ws,we}, B [X3|o{X1, X2} (w) = T =0=X3(w)
1
2xi4oxld
Vw € {wrws), BN [Xp|o {X1, Xo}] (w) = —F5—" =2=X,(w)
1
et
EF (X, |0 {X1}] = Xy
car
Vw € {wi,ws,ws,wa}
2xi-_2xi40oxitoxi
B [Xolo (X0} () = s 2XaF0XEH0Xs ()
2
VQ} S {W5,W6,W7,W8}
Oxi+0oxitoaxiqoaxi
EF Xy lo {X1}] (w) = > s~ 8 5 _1=X,(w). M

2



3 Exercice 4.3

Vérification de (M1) :

t
No+ Y i (My, = My_y)

k=1

E“NtH = kB

|

t
< E[Nol]+ ) Elngl | My — My_y]]
=1

< E|No|] + Z 1/2 (E [|My — Mkflm)l/z

par l’megahte de Cauchy-Schwarz

= ElNoll+ z )" (B (M — 20y + M)
= B[No|] + Z 1/2 E [M,f] —2F [MyMy_1) + E [Mlg—l})
= B[Nl + Z )2 (B [MZ] = 2B [M M) + B [M7])

pulsque E [MkMk—l] =F [E [MkMk—l |fk_1“
= E [My,_1E [My, | Fr_1]]
=F

(M ]

= ElNl+> (8 ()" (2 2] — B [0 1))

<o <00 <0

< o0

Veérification de (M2) :

= Ny + Z Nk (My — My,_1) est F; — mesurable.
~—_——

]:k 1—mesurable Fp—mesurable

J/

TV
F—mesurable donc F;—mesurable



Veérification de (M3) : premiérement, notons que pour tout 0 < s < t < 00,

t
Nt:N5+ Z nk(Mk_Mkfl)

k=s+1
En effet,
t
Ny = No+ Z Me (M — My—1)
k=1
s t
= No+ Y mp (M — M)+ > my (Mg — M)
k=1 k=s+1
t
= No+ > m (My— M),
k=s+1
Ainsi,

t
E[NJF] = E|N;+ > (M — M)
k=s+1

g

= N, + Z E[n, (My — Mg_1)| F]

k=s+1

t
= N+ Y E[E[n (Mg — My1)| Fya]| Fi] par (EC3)
k=s+1

t
= No+ > E|nE[(My = My )| Fia]| F

>y
k=s+1 -0

= N..



4 Exercice 4.4
Vérification de (M1) :

E (M) = EF[[ET[X|7]]

IA

E" [[E[IX||7]|] car X <|X]
= E'[E"[|X]|£]] car E¥[|X]|F] >0
= E°[|X]] par (EC3)

< oo par hypothese

Vérification de (M2) : M; = EF [X |F;] est F;—mesurable par la remarque précédent les
propriétés de ’espérance conditionnelle.
Veérification de (M3) : Soit 0 < s < ¢.

E" [M,|F,] = E°[E"[X|F]|F,] par définition de M,
= EY[X|F.] par (EC3) car F, C F,

= M, par définition de M,. B





