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SOMMAIRE

Ce travail de recherche vise a étudier une extension du probleme de la satis-
fiabilité probabiliste incorporant des probabilités qualitatives. Le cadre général du
probleme consiste a considérer un ensemble d’événements et leur probabilité d’étre
vrai. La probabilité de chaque événement est soit totalement inconnue ou comprise a
I'intérieur d’un intervalle. On considere également un ensemble de relations d’inégalité
stricte ou non stricte entre les probabilités de certaines paires d’événements. Le pre-
mier probleme que l'on veut alors résoudre consiste a vérifier si les jugements de
probabilité sont cohérents. Si les jugements sont cohérents, on pourrait aussi vouloir
analyser la probabilité d’étre vrai d’un événement supplémentaire. On tenterait alors
de trouver les bornes inférieure et supérieure les meilleures possibles sur cette proba-
bilité. On serait également intéressé a déterminer, avec le moins de calculs possibles,
les relations qui existent entre la probabilité du nouvel événement et celle de chacun

des autres événements.

Dans ce projet de recherche, on tente de développer des méthodes algorith-
miques pour résoudre efficacement ces problemes. Ces méthodes sont basées essen-
tiellement sur la technique de génération de colonnes jointe & la programmation
non-linéaire en variables 0-1 ainsi que l’analyse paramétrique de la programma-
tion linéaire. Des résultats numériques démontrent qu’il est possible d’utiliser ces
méthodes pour résoudre des probléemes d’assez grande taille en des temps raison-

nables.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Introduction au probléme

De nombreux systemes experts ont a prendre en compte l'incertitude de faits
ou de regles. L'utilisation de la théorie des probabilités conjointement avec la lo-
gique est alors d’un grand intérét. Le probléme de la satisfiabilité probabiliste (Boole
(7, 8,9, 10, 11|, Hailperin [39, 40, 41], Nilsson [56], Jaumard, Hansen et Poggi de
Aragdo [48]) ou PSAT, connu en intelligence artificielle sous le nom de la logique pro-
babiliste, est alors un probleme de base, tres étudié et appliqué récemment. En effet,
PSAT permet d’obtenir des intervalles les meilleurs possibles sur la vérité d’un ou de
plusieurs diagnostics. L’objectif du présent travail consiste & étudier une extension
de PSAT incorporant des probabilités qualitatives, c’est-a-dire des relations entre
les probabilités de certaines paires d’événements. Cette extension peut s’avérer fort
pratique pour le traitement de problémes réels dans lesquels la probabilité associée
a la véracité de certains événements est difficile a évaluer. Cependant, il se peut que
dans ces situations, un expert soit en mesure de nous transmettre des jugements du
type 7 A est plus probable que B” ou ” A est au moins aussi probable que B”. Ainsi,
au lieu de donner une approximation de la probabilité de chaque événement, I'expert

présente une série de relations entre les probabilités de certaines paires d’événements.

Dans ce travail de recherche, nous tentons d’élaborer des méthodes algorith-
miques pour résoudre des instances de grande taille du probléme de la satisfiabilité
probabiliste qualitative (noté dans la suite du texte par QPSAT). L’outil principal
utilisé est la technique de génération de colonnes, jointe a la programmation non-

linéaire en variables 0—-1. Une discussion sur les méthodes de résolution envisageables



pour des QPSAT incluant des probabilités conditionnelles (événements condition-

nants distincts ou non) est également présentée.

La suite de ce chapitre est consacrée a la définition du probleme illustré a I’aide
d’un exemple (section 1.2) et la description de la méthodologie employée dans ce

projet de recherche (section 1.3).



1.2 Définition du probleme et exemple

Le probleme étudié dans ce projet de recherche est une extension du probléeme
de la satisfiabilité probabiliste. Le cadre général du probleme consiste a considérer un
ensemble d’événements (appelés aussi propositions logiques ou phrases logiques) et
leur probabilité d’étre vrai. Contrairement au cas du probléme de la satisfiabilité pro-
babiliste, les probabilités associées a la véracité de chacun des événements ne sont pas
connues, ’expert n’étant pas en mesure de nous donner une estimation de ces proba-
bilités. Il peut, néanmoins, nous fournir une série d’intervalles plus ou moins précis
sur leur valeur. Il peut également nous transmettre une série de relations d’inégalité
stricte ou non stricte entre les probabilités de certaines paires d’événements. Il peut,
par exemple, mentionner que la faillite d’une firme donnée est plus probable que celle
d’une autre (relation d’inégalité stricte). Il peut également préciser que la baisse du
prix d'un produit est au moins aussi probable que celle d’un autre (relation d’inégalité
non stricte). Une premiére question que ’on peut se poser est la suivante : les juge-
ments de probabilité donnés par I’expert sont-ils cohérents ? Cette premiere question
conduit au premier probleme que nous tenterons de résoudre dans ce travail de re-
cherche, c’est-a-dire, le probléme de la cohérence des jugements de probabilité. Ce
probleme découle du probleme des conditions d’expérience possible étudié par Boole
au milieu du 19°¢ siecle et décrit a la section 2.1. Par ailleurs, supposons que 1'on
ajoute un événement supplémentaire, on pourrait alors se poser la question suivante :
quelle relation existe-t-il entre sa probabilité d’étre vrai et la probabilité associée a
la véracité de chacun des autres événements? On pourrait également se demander
quelles sont les bornes inférieure et supérieure les meilleures possibles sur la proba-
bilité d’étre vrai de cet événement supplémentaire tout en respectant les relations
et les intervalles donnés par I'expert sur les autres probabilités. Ces deux questions
conduisent au deuxiéme probleme étudié dans le cadre de ce projet de recherche, soit

le probléeme de [’extension.

Pour rendre I’exposé plus clair, prenons un petit exemple nous permettant
d’illustrer le cadre général de QPSAT.



Exemple 1. Considérons une petite industrie ou l'on retrouve uniquement deux
firmes (la firme 1 est plus importante que la firme 2). Nous avons certaines infor-
mations concernant des événements pouvant se produire au cours de la prochaine
année. La probabilité associée a la réalisation de chacun de ces événements est soit
totalement inconnue ou comprise & l'intérieur d’un intervalle donné par un expert.
L’expert nous transmet également une série de relations entre les probabilités de
certaines paires d’événements. Formellement, ce probléme s’énonce comme suit. On
considere un ensemble d’événements élémentaires et on associe, a chacun, une va-

riable booléenne prenant la valeur 1 si 'événement est vrai et 0 sinon.

Voici la liste des événements élémentaires :

r1 = La firme 1 déclare faillite.
T9 = La firme 2 déclare faillite.
x3 = Arrivée d’un nouveau produit de ’extérieur.

x4 = Récession.

A partir de ces événements élémentaires, on peut définir un ensemble de proposi-
tions logiques (ou événements) avec les opérateurs booléens suivants : V (somme
logique), A (produit logique) et — (négation). On peut également utiliser l'opérateur
d’implication logique pour définir un événement du type : si A se produit alors B se
produit (noté par A — B). Ce type d’événement est équivalent & AV B puisque la
seule possibilité qui n’est pas acceptée est que A se produise et que B ne se produise

pas. Voici I'ensemble des propositions logiques :

Slle
SQE$2
SgEl‘g
5451'4

Ss =Ty > T1=Ta VI
S =Ty — Toa =Ta V To
S7El‘1/\l‘3

Sg = 29 A\ T3



On a également des relations, fournies par I'expert, entre certaines probabilités :

L’expert fournit également des intervalles sur la probabilité de certaines propositions.

Voici les intervalles associés a la probabilité des propositions Sy, Ss, S3, Sy :

0.1 < prob(S;) < 0.2

(52) <03
0.2 < prob(S;) < 0.5
0.1 < prob(S;) <04

Le premier probleme consiste a déterminer si les jugements de probabilité donnés par
I'expert sont cohérents. Supposons qu’on considére un événement supplémentaire (par
exemple, Sy = 1 A ), on pourrait vouloir analyser la probabilité d’étre vrai de S,
c’est-a-dire résoudre le probléme de l’extension. La facon de modéliser et résoudre ces

deux problemes sera exposée au chapitre 3.



1.3 Meéthodologie

Ce travail de recherche vise a étudier le probleme QPSAT et d’implanter des
algorithmes pour le résoudre efficacement. Ce projet de recherche se divise donc
en quatre parties : 1) compréhension du probléeme de la satisfiabilité probabiliste,
de ses extensions et des méthodes pour le résoudre; 2) étude de différents problemes
découlant de QPSAT, élaboration et programmation d’algorithmes pour les résoudre ;
3) génération de problémes pour étudier le comportement des algorithmes implantés;

4) analyse des résultats.

Avant d’étudier QPSAT, il est primordial de bien comprendre le probléme de
la satisfiabilité probabiliste qui en est a l'origine. Le chapitre 2 sera donc consacré
entierement a I'étude de PSAT et de certaines extensions (probabilités condition-
nelles et intervalles de probabilités). On y présente un bref historique de PSAT en
citant les principaux auteurs ayant étudié ce probléme depuis Boole [7, 8, 9, 10, 11].
En ce qui concerne I’étude de la formulation de ce probleme ainsi que les méthodes
algorithmiques pour le résoudre, I'accent sera mis sur les travaux de Hansen et Jau-
mard (voir [45] pour une revue récente de ces travaux) puisqu’ils sont a l’origine
de la méthode utilisée, dans ce projet de recherche, pour résoudre QPSAT. Cette
méthode est basée essentiellement sur la technique de génération de colonnes décrite

au chapitre 2.

Le chapitre 3 vise a exposer en profondeur QPSAT. On présente notamment,
pour chacun des problemes a résoudre, sa formulation mathématique sous forme
de programme linéaire et la méthode utilisée pour le résoudre. Les techniques de
résolution sont basées sur la technique de génération de colonnes et font appel a
des méthodes telles que 1’analyse paramétrique de la programmation linéaire et la
fermeture transitive d’un graphe. Le chapitre 4 présente des résultats numériques sur
la performance des algorithmes implantés dans le cadre de ce travail. On y présente
donc une bréve description de la méthode de génération des problemes tests, des
tableaux illustrant les résultats numériques obtenus ainsi que les commentaires se

rattachant a ces résultats. Finalement, le chapitre 5 conclut le présent travail.



CHAPITRE 2

LE PROBLEME DE LA
SATISFIABILITE
PROBABILISTE

2.1 Introduction

Le probléeme de la satisfiabilité probabiliste (PSAT) doit son origine & Georges
Boole [7, 8,9, 10, 11] qui I'étudia au milieu du 19¢ siécle. Le premier probléeme étudié
par Boole, le probleme des conditions d’expérience possible, peut s’énoncer comme
suit : étant donné un ensemble de propositions logiques et leur probabilité d’étre vraie,
déterminer si ces probabilités sont cohérentes. Boole étudia également une extension
de ce probleme qui consiste a considérer une proposition logique supplémentaire et a
déterminer les bornes inférieure et supérieure les meilleures possibles sur sa probabi-
lité d’etre vraie. Il appela ce probleme, le probléme général de la théorie des probabi-
lités. Boole avait élaboré des méthodes algébriques pour résoudre ces deux problémes

(voir Hansen et Jaumard [45] pour une description de ce type de méthodes).

A I'exception des critiques formulées par Wilbraham [60] et, bien plus tard,
par Keynes [50], les travaux de Boole ne regurent pas beaucoup d’attention dans les
pays anglo-saxons et ce, pendant plus d’un siecle. Ces travaux eurent néanmoins une
influence notable sur de Finetti [25, 26, 27, 28|, par I'intermédiaire de Medolaghi [55]
dans le développement de sa théorie des probabilités subjectives. Hailperin, a partir
du milieu du 20° siecle [39, 40, 41], a consacré plusieurs livres et articles a PSAT.

Cet auteur, en plus de proposer certaines extensions de la satisfiabilité probabiliste, a



montré comment exprimer PSAT sous forme de programme linéaire. Il a ainsi réussi
a faire renaitre un intérét considérable pour les travaux de Boole dans les pays de

langue anglaise.

L’expression de PSAT sous forme de programme linéaire a conduit a I’élabora-
tion d’algorithmes permettant de résoudre des problemes SAT de grande taille (voir
Kavvadias et Papadimitriou [49], Jaumard, Hansen et Poggi de Aragao [48] et Doua-
nya Nguetse [29]). L’outil principal utilisé est la technique de génération de colonnes,
jointe & la programmation non-linéaire en variables 0-1. Les travaux réalisés dans
le cadre de ce projet de recherche reposent essentiellement sur cette méthode de

résolution. Elle sera donc expliquée en profondeur a la section 2.3.

A Dheure actuelle, PSAT fait ’objet de plusieurs recherches théoriques et
appliquées. Cet engouement pour PSAT est di, en grande partie, a Nilsson qui,
dans un article de 1986 [56], souligna I"importance de PSAT, qu'il avait redécouvert
indépendamment de la littérature déja importante qui lui était consacrée, dans un

traitement rigoureux de l'incertitude en intelligence artificielle.

Hansen et Jaumard [45] présentent une revue de littérature compléte et récente
sur PSAT. Des modeles et algorithmes pour la satisfiabilité probabiliste et ses exten-
sions sont présentés. On y expose les méthodes de résolution analytique de PSAT.
Elles comprennent 'approche algébrique de Boole et I'énumération des sommets et
des rayons extrémes du polyédre dual du probleme de la satisfiabilité probabiliste.
Les méthodes de résolution numérique sont également étudiées dans ce texte. Ces
méthodes sont basées sur la technique de génération de colonnes de la programma-
tion linéaire et sur la programmation non-linéaire en variables 0—1 pour résoudre le
probleme auxiliaire du choix de la colonne entrante. Finalement, des applications et
des considérations sur le potentiel de 'approche de la satisfiabilité probabiliste sont

présentées.

La suite de ce chapitre est consacrée a 1’étude approfondie du probleme de
la satisfiabilité probabiliste. La section 2.2 expose la fagon de formuler PSAT en
un programme linéaire. Par la suite, & la section 2.3, on discute des méthodes de

résolution de PSAT. Les deux sections subséquentes sont consacrées a 1’étude de



deux extensions importantes de PSAT : le cas avec intervalles sur les probabilités a
la section 2.4 et le cas des probabilités conditionnelles a la section 2.5. Finalement,

on conclut ce chapitre en discutant brievement de résultats de calculs obtenus sur
PSAT.
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2.2 Formulation mathématique de PSAT

La formulation mathématique d’un probléeme peut varier d’un auteur a l'autre.
Cette section est consacrée a I’étude de deux formulations : celle de Hailperin [39,
40, 41] et celle de Coletti [17, 19, 23, 24]. La premiere est présentée parce qu’elle est
a la base de la formulation utilisée dans ce projet de recherche et la seconde car la

plupart des travaux importants sur QPSAT est due a Coletti.

2.2.1 Formulation selon Hailperin

Formellement, PSAT peut s’énoncer ainsi. Soit un ensemble de m proposi-
tions logiques Sy, .5, ...,S, définies sur n variables logiques x, zs,...,x, avec les
opérateurs booléens usuels V (somme logique), A (produit logique) et ~ (négation).
On considere également les probabilités my, s, ..., T, associées a la véracité des m
propositions logiques ou événements. Sous forme de probleme de décision, le probleme

consiste a vérifier si ces probabilités sont cohérentes ou non.

Comme il avait été montré par Hailperin [39, 40, 41], ce probléme peut étre
formulé sous forme de programme linéaire. On note, tout d’abord, qu’il y a 2" produits
complets w; de variables logiques 1, xs, ..., z, sous forme directe ou complémentée
(z; ou T;). Ces produits complets correspondent aux affectations des valeurs vraie
ou fausse aux n variables logiques. On a 2" produits complets w; puisque chaque
variable peut prendre la valeur vraie ou bien la valeur fausse et qu’on retrouve les n
variables dans chaque produit complet. Pour la suite de ce rapport, on appellera ces
produits complets de variables : les mondes possibles. Nilsson utilise une terminologie
différente car il définit les mondes possibles a partir de ’affectation de valeurs vraie ou
fausse sur les propositions logiques. Selon lui, un monde w; est possible sl existe une
affectation sur ’ensemble des variables logiques permettant d’obtenir ’affectation de
w; sur les propositions et le monde est impossible sinon. Cette différence de définition
sera expliquée plus amplement & la prochaine section ou ’on décrit la formulation
de Coletti. Le probleme de décision de PSAT peut donc s’énoncer ainsi : existe-t-il

une distribution de probabilités pi, po, ..., pen sur ’ensemble des mondes possibles
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telle que, pour ¢ = 1,2,...,m, la somme des probabilités des mondes possibles pour
lesquels la proposition S; est vraie soit égale a la probabilité 7; associée a la véracité
de la proposition. La somme des probabilités sur ’ensemble des mondes possibles est

égale a 1.
On peut maintenant formuler le probléme sous forme de programme linéaire.
Soit A = (a;;), une matrice m x 2" ou

1 siS; est vraie dans le monde possible w;
aij =

0 sinon

Sous forme de probleme de décision, PSAT devient :

Ip =
Ap = = (2.1)
p =0
oll p et 7 sont les vecteurs colonnes (py,pa, ..., pan)T et (w1, M, ..., Tm)T respecti-

vement et 1 est un vecteur ligne de longueur 2" dont chaque élément est égal a
1.

Les probabilités sont cohérentes si le systéme (2.1) admet une solution, c’est-
a~dire s'il existe un vecteur p respectant (2.1). Il est important de souligner que les

colonnes de A ne sont pas nécessairement toutes différentes.

Revenons a I'exemple 1 pour montrer comment formuler PSAT sous forme de
programme linéaire. En omettant les intervalles de probabilités et les relations entre
les probabilités de certaines paires d’événements. La probabilité de chaque événement

est fixée a m; pour t =1,2...,m.

On définit d’abord les 16 mondes possibles a partir des 4 variables logiques 1,
T2, T3, T4 et on leur associe une variable p; correspondant a leur probabilité d’étre

vral :
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b1 D2 P3 P4 DPs5 Pe DPr P8 P9 Pio P11 P12 P13 Pia Pis DPie

z 1 1 1 1 1 1 1 1 0 O O O O O O O
2z 1 1 1 1 0 O O O 1 1 1 1 0 0 0 O
xz 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 O O 1 1 0 O
zxw 1 0 1 o0 1 0 1 0 1 O 1 O 1 0 1 O

Le probleme revient a vérifier si le systeme suivant admet une solution :

D1 +P2+P3+Ppatps+pe+pr+pst+pPot+pirot+PiitPi2tP13+P1a P15 +P1s= 1

D1 +P2tPp3+PpstpstpetpPrtps =
D1 +Pp2tp3+ps +Potpiotpiit+Pi2 =T
D1 +p2 +P5+De +P9o+Ppio +Ppi13+Pia =T3
D1 +p3s  +ps  +Pr Dy +Pu +Pi3 +Pis =Ty

D1 +tP2+P3+PatpPs+PstPr+Ps  +Pio +Pi2 +P14 +P16="5
D1 +p2tp3tps  +Pe  +PstPotProt+P11TP12 +P14 +D16="6
D1+p2 +P5+Ds =7y
D1 +p2 +P9o+Ppio =Tg
p1, P2, P3y---,P16 = 0

Le probleme d’optimisation, nommé le probléme de l’extension dans le cadre
de ce rapport, consiste a déterminer les bornes inférieure et supérieure les meilleures
possibles sur la probabilité d’étre vraie d’une proposition logique S,,.; additionnelle

tout en respectant les contraintes associées au systeme (2.1).

Le probleme d’optimisation sous forme de programme linéaire devient :

min / max Ami1p
sujet a :
lp=1 (2.2)
Ap=mr

p>0
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2.2.2 Formulation selon Coletti

Coletti, seule ou avec d’autres auteurs, a publié plusieurs articles [17, 19, 23, 24]
sur PSAT sans probabilités qualitatives. L’essentiel des propos qui seront tenus dans
cette section et a la section 2.5.2 provient de Coletti et Scozzafava [24] dans lequel est
présenté un survol des travaux de Coletti sur PSAT avec ou sans probabilités condi-
tionnelles. Notons tout d’abord que la fagon de traiter PSAT, par Coletti, est basée
sur la théorie des probabilités proposée par de Finetti [25, 26, 27, 28]. Dans le cadre
du probléme de la cohérence, Coletti, a I'instar de Hailperin, considere une évaluation
de probabilités 7y, ms, ..., Ty sur un ensemble d’événements Si,S,,...,S,. Cepen-
dant, au lieu de définir les mondes possibles, comme Hailperin, a partir des variables
logiques définissant les événements ou propositions, Coletti définit les mondes pos-
sibles a partir des propositions logiques. Notons que dans les deux cas, les mondes
possibles correspondent a des affectations de valeurs (vrai ou faux) aux phrases lo-
giques ou aux variables logiques selon le cas. En général, sa facon de procéder est
beaucoup moins efficace. Elle nécessite de résoudre 2™ problemes SAT pour vérifier si
certains des mondes définis sur les propositions logiques engendrent une contradiction
(mondes impossibles selon Nilsson). Les mondes obtenus apres le retrait des mondes
impossibles sont appelés atomes par Coletti. Prenons un exemple pour illustrer les

deux maniéres de définir les mondes.

Exemple 2. Soit,

Sl = I
SQ = T1VaI
53 = 9

Mondes possibles sur les variables (selon Hailperin) :

W1y W2 W3 W4
2 1 0 1 0
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Mondes possibles (ou impossibles) sur les propositions logiques (selon Coletti) :

mp; Mms M3 Mg My Mg M7 Mg
S 1 1 1 1 0 0 0 0
S 1 1 0 0 1 1 0 0
S 1 0 1 0 1 0 1 0

On voit, en observant les 8 mondes définis sur les propositions, que les mondes msy, ms,
my, mg sont impossibles car ils engendrent des contradictions. En effet, si la propo-
sition S; est fausse, alors S, est nécessairement vraie puisque si z; = 0 alors 7; = 1.
Ainsi, les mondes m; et mg sont impossibles. Par ailleurs, si S3 est vraie, alors S5 est
vraie car S3 C S,. Par conséquent, le monde m3 est impossible car S3 est vraie et S,
est fausse dans ce monde. En ce qui concerne le monde ms, il est impossible car si S}
est vraie et que S; est fausse, alors Sy est nécessairement fausse (S; = S,V S3). En
somme, pour trouver les atomes (mondes possibles), il a fallu vérifier la cohérence de
8 (2%) mondes.

Une fois les atomes générés, on considere la probabilité p;- associée a la véracité
de atome w?. Soit W' I’ensemble des atomes. Considérons une matrice A" de dimen-

sion m x |[W'| ol chaque élément est défini ainsi :

1 sil’événement S; est vrai dans 'atome w}

0 sinon

Le probleme de la cohérence consiste donc a vérifier si le systeme d’équations

linéaires suivant admet une solution :

1p =
Ay = (2.3)
p >0

En d’autres termes, tester la cohérence est équivalent a trouver une distribution
de probabilités sur les atomes de manieére a respecter la probabilité donnée a chaque
événement. On voit que le probléme (2.3) est identique au probléme (2.1) & ’exception

de la fagon dont les mondes sont générés.
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Coletti définit également le probleme de la cohérence en termes de systeme de
paris (appelé “betting scheme” par de Finetti). Le probléme de la cohérence peut se
concevoir de la maniére suivante : si quelqu’un parie un montant 7; sur un événement
S; et recoit un montant de 1 si S; est vrai et 0 sinon, alors les probabilités m; pour
1 =1,2,...,m sont cohérentes s’il est impossible d’effectuer de tels paris de maniere

a perdre ou gagner assurément. Plus formellement, on définit le gain aléatoire

ol s; = 1 si S; est vrai et 0 sinon. G peut étre interprété comme le gain cor-
respondant a la combinaison de m paris de montants m Ay, Ty ..., T Ay sur les
événements Si,5s,...,95, avec des sommes A, Ao, ..., A, arbitraires. Les probabi-

lités 7y, 7o, . ..,y sont cohérentes si pour tout choix de Ay, Ao, ..., A € IR,

supG >0 (inf < 0).

w'.
J

Coletti étudie également le probleme de [’extension. Dans le cadre de ce pro-
bleme, il faut trouver les bornes inférieure et supérieure les meilleures possibles sur
la probabilité d’étre vrai d’'un événement S,,.; en plus. Pour ce faire, on résout
un programme linéaire obtenu en ajoutant au probléme (2.3), 'objectif suivant :
min/max 7, 1. Bref, on effectue le méme genre d’ajout que lors du passage de (2.1)
a (2.2) dans la formulation d’Hailperin. Notons que Coletti impose une restriction
supplémentaire sur S, 1. Cet événement se doit d’étre défini comme 'union de cer-
tains des atomes définis sur les m événements déja présents, c’est-a-dire que S,,11

est dépendant logiquement des événements Sy, S5, ..., .
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2.3 Résolution de PSAT

Pour résoudre PSAT, plusieurs méthodes sont envisageables. Tout d’abord,
on peut utiliser des méthodes de type analytique comme la méthode algébrique
développée par Boole [7, 8, 9, 10, 11] et I’énumération des rayons extrémes du
dual (Jaumard, Hansen et Poggi de Aragdo [47]). Pour une description compleéte des
méthodes analytiques, voir Hansen et Jaumard [45]. On peut également utiliser une
méthode numérique basée sur la génération de colonnes (Kavvadias et Papadimi-
triou [49], Jaumard, Hansen et Poggi de Aragdo [48] et Douanya Nguetse [29]). La

suite de cette section décrit la méthode de génération de colonnes appliquée a PSAT.

2.3.1 Méthode de génération de colonnes

Les programmes linéaires (2.1) et (2.2), décrivant PSAT sous forme de décision
et d’optimisation respectivement, ont un nombre exponentiel de colonnes qui aug-
mente avec le minimum entre le nombre n de variables logiques et le nombre m de
propositions. Par conséquent, des PSAT de grande taille ne peuvent pas étre résolus,
ni méme introduits en mémoire, si on énumere explicitement I’ensemble des colonnes
associées aux variables p;. Une méthode efficace consiste a utiliser la technique de
génération de colonnes. Cette méthode exacte est basée sur le prolongement de la
méthode révisée du simplexe dans laquelle un petit nombre de colonnes sont présentes
de maniere explicite et ou 'on détermine la colonne entrante par la résolution d’un
probleme auxiliaire (voir Gilmore et Gomory [36] et Chvatal [14] pour une description

plus détaillée de cette méthode).

L’utilisation de cet algorithme pour des applications de PSAT a la fiabilité
des réseaux a été proposée par Zemel [61]. Plus tard, Georgakopoulos et al [35] ont
montré comment se servir de la génération de colonnes pour le cas général de PSAT.

Ces travaux ont été prolongés par Jaumard, Hansen et Poggi de Aragédo [48].



17

2.3.2 Expression du probleme auxiliaire

Dans le cas qui nous intéresse, le probleme auxiliaire associé au choix de la
colonne entrante de coiit réduit minimal (maximal) consiste & minimiser (maximiser)

I’équation suivante :
m

Cj — uAj = AQm+1 — U — Z U; A5 (24)

i=1
oll ug et u; sont les variables duales associées a la tautologie Sy et aux propositions
logiques Sy, ..., Sy et u est le vecteur ligne (ug, ug, ..., upy). Si pour chaque proposi-
tion logique, on attribue les valeurs 1 et 0 selon qu’elle soit vraie ou fausse, on peut

réécrire (2.4) ainsi :
m

Sm+1 — Ug — Z UZSZ (25)

i=1

Cette équation peut étre reformulée en une expression arithmétique faisant
intervenir les variables logiques x4, . . ., ¢, apparaissant dans les propositions logiques
S;pour i = 1,2,...,m. On associe également les valeurs 1 et 0 aux variables logiques
selon que la variable est vraie ou fausse. La reformulation est réalisée a l'aide des

opérateurs usuels de ’algebre booléenne (V, A et ~) en utilisant les formules suivantes :

xi\/xj = xi+xj—xz~><xj
T ANT; = T X T (2.6)
T, = 1—u.

Suite & ces modifications, le probleme auxiliaire devient un probléme de mi-
nimisation (maximisation) d’une fonction non-linéaire en variables 0-1 ou fonction

pseudo-booléenne (Hammer et Rudeanu [42]).

Revenons, encore une fois, a I’exemple 1 et voyons comment on exprime le
probleme auxiliaire en un probleme de minimisation ou maximisation d’une fonc-
tion non-linéaire en variables 0-1. Le probléme auxiliaire du modele (2.1) selon la

formulation (2.5) s’énonce comme suit :

max Up + u151 + ’lQSg + ...+ UgSg
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On peut reformuler ce probleme en une expression arithmétique faisant intervenir les

variables logiques tel que décrit ci-dessus. Le probleme devient :

max Up + ULy + UsTs + UsT3 + Uy + us(Ty + T — Tyx1) +
ug(Ty + T3 — Tys) + UrT T3 + UT2T3

ol x1,x2, 3,24 € {0,1} et Ty = 1 — z4.
En remplagant T, par (1 - z4), on obtient le probléme suivant :

max Uy + ULT] + UsTo + UT3 + U4T4 + Uy — UsT4 + UsT4T1 + Ug — UgTq +
UgL4T2 + UTT1X3 + URT2T3

ol 1, xs, 3,24 € {0,1}.

On a donc, en définitive, un probléeme de maximisation d’une fonction non-

linéaire en variables 0-1.

2.3.3 Résolution du probleme auxiliaire

Puisque le probleme (2.5) doit étre résolu a chaque itération de 1’algorithme et
qu’il s’agit d'un probleme NP-difficile, le résoudre exactement peut étre tres cotiteux
en termes de temps de calcul. En fait, il n’est pas nécessaire de le résoudre exactement
a chaque fois. On peut se contenter d’une méthode heuristique (voir section suivante)
tant qu'une colonne de coiit réduit de bon signe est trouvée. On utilise une méthode
exacte (voir section 2.3.5) pour vérifier si une colonne de bon signe existe encore

lorsque la méthode heuristique n’en a pas trouvée.

2.3.4 Méthode heuristique

Pour résoudre le probleme auxiliaire, on peut utiliser des méthodes heuristiques
du type recuit simulé (Dowsland [30], Hansen et Jaumard [43]), recherche avec ta-

bous (Glover [37, 38], Hansen et Jaumard [43]) ou recherche de profondeur variable
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(Kavvadias et Papadimitriou [49], Lin et Kernighan [53]). La méthode retenue pour
ce projet est la recherche avec tabous. Nous allons donc, dans la suite de cette section,
exposer les rudiments de cet algorithme heuristique (pour une description compléte

des autres méthodes, voir Hansen et Jaumard [45]).

La recherche avec tabous est due a Glover [37, 38]. Certaines de ses idées de
base furent proposées indépendamment par Hansen et Jaumard [43] sous le nom de
Steepest Ascent Mildest Descent (SAMD). Cette méthode consiste & exploiter les in-
formations du gradient tout en procurant une facon de sortir des minima locaux.
Une version simple de cette procédure, pour un probléme de maximisation, consiste
a suivre la direction de plus grande montée jusqu’a atteindre un optimum local. Par
la suite, on emprunte la direction de plus petite descente pour sortir de 'optimum
local (d’ou le nom Steepest Ascent Mildest Descent). On empéche ’algorithme de cy-
cler par ’entremise d’une interdiction de marche arriere pour un nombre d’itérations
donné. En ce qui nous concerne, la méthode consiste a trouver une solution de départ
pour le probleme de maximisation (minimisation) d’une fonction non-linéaire en va-
riables 0—1. On choisit au hasard un vecteur initial X, d’affectations de valeurs aux
variables z;, j = 1,...,n. Ensuite, pour un nombre donné d’itérations sans change-
ment, on trouve, parmi les variables sans interdiction, celle qui procure la meilleure
augmentation (diminution) de la valeur de la fonction ou la moins grande diminution
(augmentation) si on ne peut pas monter (descendre). On met & jour les interdic-
tions sur les variables et on vérifie si la solution obtenue par la modification de la
valeur de la variable choisie est meilleure que la meilleure solution trouvée jusqu’a
présent. Si oui, on modifie la valeur de la meilleure solution trouvée et on fixe le
nombre d’itérations sans changement a 0. Si la solution trouvée est moins bonne
que la précédente, on interdit de modifier la variable (imposition d’un tabou) pour
un nombre d’itérations donné pour empécher I’algorithme de cycler. A la fin de la
résolution, on conserve la meilleure solution obtenue durant tout le déroulement de
I’algorithme. On espere évidemment que cette solution donne une colonne de cott
réduit de bon signe. Sinon, on se doit de résoudre le probleme avec une méthode exac-
te afin de savoir si une colonne de cott réduit de bon signe existe encore. La figure 1
donne une description de la méthode de recherche avec tabous pour le probleme de
maximisation d’une fonction non-linéaire en variables 0-1 telle qu’implantée dans le

cadre de ce travail de recherche.
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Trouver une solution initiale Xj; (assignation de valeurs aux variables

r1,T2...,T, de maniére aléatoire).

fopt = f(XO) )

Xopt = Xo;

tj =0pour j =1,...,n; (aucune interdiction sur les variables).

Nombre-iterations = 0
Tant que Nombre-iterations < limite
Choisir une variable x; non taboue telle que sa dérivée soit maximale;
X}, = nouveau vecteur solution; (modification de la valeur de z;).
or = f(Xk) — f(Xo0);
Si f(Xk) > fopt alors
[ opt = f(Xk);
Xopt = X5
Nombre-iterations = 0;
Sinon
Nombre-iterations = Nombre-iterations + 1;
Sid <0 alors t, =£;
tj=t;j—1lpourt; >0,7=12,...,n;
Xo = Xk

Fin tant que.

A la fin de lalgorithme, X, est la meilleure solution trouvée durant tout
le déroulement de l'algorithme et f,,; est la valeur de cette solution. f,,¢
constitue donc une approximation de la valeur de la solution optimale de la

fonction.

Xo, X}, Xopt correspondent a des vecteurs d’assignations de valeurs aux va-
riables =1, xs,...,r,. Les parameétres limite et £ correspondent, respecti-
vement, & la limite du nombre d’itérations sans changement et le nombre

d’itérations pour lequel une variable est fixée (tabou).

Fic. 2.1 — Schéma de 'algorithme de recherche avec tabous pour la maximisation

d’une fonction non-linéaire en variables 0-1.
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2.3.5 Meéthode exacte

Plusieurs méthodes sont envisageables pour résoudre de maniere exacte le
probleme auxiliaire. Parmi celles-ci, on note les méthodes de linéarisation, les métho-
des algébriques, les méthodes d’évaluation et séparation progressive et les méthodes
de coupes (voir Hansen, Jaumard et Mathon [44] pour une revue de la littérature
récente sur le sujet). La suite de cette section est consacrée a la description de la
méthode retenue dans le cadre de ce travail de recherche, c’est-a-dire la linéarisation
suggérée par Fortet [32, 33]. La méthode consiste & remplacer chaque produit de va-
riables par une nouvelle variable et a ajouter des contraintes pour faire en sorte que

la nouvelle variable prenne la valeur correspondant au produit de variables.

Considérons un terme :

c[] z; (2.7)

jeJ
ouc € Retz; € {0,1} pour j € J. En remplagant le produit de variables par la
nouvelle variable y et en ajoutant les contraintes forcant y a prendre la valeur requise,

le terme (2.7) devient :

cy
sujet a :
y = Yz—[J]+1, (2.8)
jed
< zj JEJ,
y =2 0

La premiere contrainte force la nouvelle variable y a prendre la valeur 1 si toutes
les variables xz; pour j € J sont égales a 1. Les deux autres contraintes forcent y &
prendre la valeur 0 dans le cas ou au moins une variable z; pour j € J est égale a
0. Notons qu’il n’est pas nécessaire d’indiquer explicitement que y est une variable
0-1 puisque les variables z; sont des variables 0-1. De plus, pour un probleme de
maximisation (minimisation), on peut omettre la premiere contrainte si ¢ > 0 (¢ < 0)
car, a optimum, y prendra la valeur la plus grande possible. Si ¢ < 0 (¢ > 0), le
deuxieme type de contraintes est inutile car, a ’optimum, y prendra la valeur la plus

petite possible. Ainsi, dans les deux cas, y prendra la valeur désirée a 'optimum.
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Exemple 3. Regardons un petit exemple de I'utilisation de la méthode de linéari-
sation pour transformer le probléme de minimisation d’une fonction non-linéaire en

variables 0—1 en un programme linéaire, 0—1.

Soit le probléeme suivant :

max 2x1T9 — 37123

ou T1,T2,T3 € {0,1}
En posant y; = 125 et y, = z1x3, on obtient le programme linéaire suivant :

max 2y; — 3y

sujet & :

Notons que le probleme peut étre assez gros si on a de nombreux produits
de variables et de nombreuses variables z;. Puisqu’il est en nombres entiers, il peut
étre relativement long a résoudre. Voila pourquoi il est justifié de ne pas le résoudre

exactement a chaque itération.
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2.4 PSAT avec intervalles

L’utilisation d’intervalles au lieu d’estimations ponctuelles pour les probabilités
est souvent plus réaliste et plus générale que le probleme classique développé par
Boole. Il se peut, en effet, que I'expert soit plus facilement en mesure de nous trans-
mettre un intervalle sur la valeur d’une probabilité donnée plutot qu’'une estimation

ponctuelle de celle-ci. Avec des intervalles sur les probabilités 7;, le probleme (2.2)

devient :
min / max  A,pp
sujet a :
Ip=1 (2.9)
n<Ap<T
p > 0.

On peut utiliser des variables bornées pour identifier les probabilités des évé-
nements. Soit m = (71, s, ..., Tm)7, le vecteur colonne des variables représentant les

probabilités des événements. Le probleme devient :

min / max Api1p
sujet a :
lp=1 (2.10)
Ap—m=0
p=0
n<m<T

Cette extension de PSAT fut étudiée par Hailperin [39] et, plus tard, par
Lad, Dickey et Rahman [52], Jaumard, Hansen et Poggi de Aragdo [48], Andersen et
Hooker [2].
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2.5 PSAT avec probabilités conditionnelles

Il arrive parfois que les experts ne soient en mesure de donner une estimation
seulement lorsqu’une condition est satisfaite (par exemple, un diagnostic en présence
d’un symptoéme). D’ou lintérét d’étendre le modele PSAT pour tenir compte des
probabilités conditionnelles. Ces derniéres peuvent étre présentes dans les contraintes
du probleme ou bien dans I'objectif. Plusieurs auteurs ont étudié la facon de tenir
compte des probabilités conditionnelles dans PSAT (CONDSAT). Nous exposerons,
a la section 2.5.1, la maniére proposée par Hansen, Jaumard et Poggi de Aragao [48]
et, a la section 2.5.2, celle de Coletti [17, 19, 23, 24].

2.5.1 Formulation selon Hansen, Jaumard et Poggi

de Aragao

Supposons, qu’en plus du cadre général de PSAT, nous avons une série de
probabilités du type prob(Sk|Sy). En introduisant une variable 7, pour la probabilité
prob(.S,) inconnue, on obtient les deux contraintes suivantes :

A — mppere =0
kEnep E[eTTe (2.11)
Ap — m =0
ou Agne = (arnej) avec agag; = 1 si les propositions S et Sy sont toutes deux vraies

dans le monde possible w; et 0 sinon. Ces deux contraintes permettent de modéliser
_ prob(s;AS,)
~ prob(s,)

la formule suivante : prob(Sg|Se) = Tk|e-

Si les e sont connues et si I'objectif n’inclut pas de probabilités condition-
nelles, alors CONDSAT demeure linéaire apres I’ajout de ce type de contraintes pour
chaque 7. Cela est vrai autant dans le cas ou les autres probabilités m; sont connues
(modele (2.2)) que dans le cas ol elles sont comprises a l'intérieur d’un intervalle
donné (modele (2.10)). Si certaines probabilités conditionnelles 74, sont comprises

a 'intérieur d’un intervalle, CONDSAT reste linéaire si pour ces probabilités, les
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contraintes ajoutées sont les suivantes :

Appep — e Aep

> 0
5 = (2.12)
Appep — Tgedep <0

Si I'objectif est une probabilité conditionnelle et le dénominateur 7; est incon-
nu, alors CONDSAT devient un programme hyperbolique, c’est-a-dire 'optimisation

d’un rapport de deux fonctions linéaires sous contraintes linéaires :

min /max ~ “kALP

Agp
jet a : Ip=1
sujet a D (2.13)
Ap=m
p=0

Hailperin [41] et Chesnokov [13] ont montré qu’il était possible d’utiliser un
résultat de Charnes et Cooper [12] pour transformer le probléeme (2.13) en un pro-
gramme linéaire. Jaumard, Hansen et Poggi de Aragao [48] ont utilisé cette méthode
conjointement avec la méthode de génération de colonnes pour résoudre le proble-
me (2.13).

2.5.2 Formulation selon Coletti

En ce qui concerne la facon de traiter le cas conditionnel pour Coletti [17, 19,
23, 24|, notons tout d’abord qu’elle considére séparément les événements condition-
nants des événements dont on ne connait la probabilité qu’en présence d’un autre
événement. On a donc une évaluation de probabilités 7;, pouri = 1,2,..., m, qui cor-
respond a la probabilité qu'un événement F; soit vrai sachant que H; est vrai (prob
(E;|H;)). On consideére les 2m événements suivants : By, Es, ..., By, Hy, Hs, ..., Hpy,.
Soit W' I’ensemble des atomes w;-, cet ensemble est obtenu en déterminant 1’ensemble
des 22™ mondes définis selon les 2m événements en éliminant les mondes impossibles
selon Nilsson ainsi que les mondes ou tous les H; sont faux. Puisqu’on génere les
mondes a la fois sur les E; et sur les H;, on obtient encore plus de mondes que dans
le cas non conditionnel (section 2.2.2). Il faut donc résoudre davantage de problémes

SAT pour déterminer les mondes engendrant des contradictions. Par conséquent,



26

I'inefficacité quant a la facon de définir les mondes par Coletti est d’autant plus

importante dans le cas conditionnel.

Comme pour le cas non conditionnel, la cohérence des probabilités m; peut étre
exprimée en termes de paris. Supposons que pour parier sur la réalisation de E;|H;
quelqu’un paie un montant ;. Si H; est vrai, il regoit un montant de 1 si F; est
vrai et 0 sinon, par contre si H; est faux alors il reoit un montant de 7; (le pari est
annulé). Les jugements de probabilité sont cohérents s’il est impossible de perdre ou
gagner assurément en effectuant des paris de la sorte. Plus formellement, on définit

le gain aléatoire
i=1

ou h; et e; prennent les valeurs 1 ou 0 si I’événement correspondant est vrai ou

faux respectivement. G peut étre interprété comme le gain correspondant a la com-

binaison de m paris de montants m A1, Tods. .., Ty, sur les événements E;|Hj,
Es|H,, ..., Ey|H,y, avec des sommes A, Ay, ..., A, arbitraires. Les probabilités my,
o, ..., Ty, sont cohérentes si pour tout choix de A\, Ag, ..., Ay € R,

supG >0 (inf < 0)

w'.
J

Sous forme de programme linéaire, soit p' le vecteur des probabilités associées a la

véracité de chacun des atomes, le test de la cohérence est le suivant :

Ap g0 —miAyp = 0 pouri=1,2...,m
1y = 1 (2.14)
p =0
ot Ap, g, = (agm, ;) avec agam,; = 1 si les événements E; et H; sont tous deux

,.
J

am,; = 1 si H; est vrai dans le monde possible (atome) w

vrais dans le monde possible (atome) w’ et 0 sinon. De méme, A% = (al, ;) avec
!
J
type de contrainte permet de modéliser la définition d’une probabilité conditionnelle :
prob(E;|H;) = %. Cependant la vérification que (2.14) admet une solution
ne garantit pas que le probleme soit cohérent selon Coletti. En effet, il se peut que

et 0 sinon. Le premier

la probabilité de certains événements conditionnants (H;) soit nulle. Regardons un
exemple ou le programme linéaire (2.14) admet une solution avec la probabilité d’un

événement conditionnant égale a 0.
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Exemple 4. Soit,
prob(E|H) = prob(E|H) = 1/3.

Ce probleme n’est pas cohérent selon Coletti car la seule solution possible consiste
a fixer prob(H) & 0 et prob(E|H) + prob(E|H) = 2/3 # 1, ce que Coletti exclut,

méme dans ce cas.

Contrairement a nous, les chercheurs de I’école de de Finetti soutiennent que
dans un cas semblable, le probleme est incohérent. Ainsi, pour que le probleme soit

cohérent, il faudrait soit ajouter la contrainte suivante :
Ayp' >0 pouri=1,2...,m (2.15)

soit vérifier que la cohérence existe dans le monde restreint ot un ou plusieurs H;
ont une probabilité nulle. Coletti et Scozzafava [24] présentent un algorithme pour
résoudre (2.14) tout en respectant (2.15). Il s’agit d’'une méthode itérative qui consiste
a tenter, en premier lieu, de résoudre (2.14). Si le systéme n’admet pas de solution,
alors les jugements de probabilité sont incohérents et on arréte l’algorithme. Sinon,
on vérifie (2.15). Si cette condition est respectée, alors les jugements de probabilité
sont cohérents et on arréte le déroulement de I'algorithme. Sinon, on refait les étapes
précédentes en prenant un sous-ensemble des atomes jusqu’a ce que (2.15) soit res-
pectée ou que (2.14) n’admette pas de solution. Le sous-ensemble d’atomes considéré
a chaque itération correspond aux atomes a l'intérieur desquels au moins un H;,
de probabilité nulle dans la solution, est vrai. Coletti et Scozzafava [24] présentent
également ’application de cet algorithme pour la résolution de tres petits exemples.
Néanmoins, aucune expérience de calculs sur la performance de cet algorithme pour

de grands problemes n’est présentée.
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2.6 Expérience de calculs sur PSAT

En appliquant l'algorithme de génération de colonnes et la recherche avec ta-
bous, Jaumard, Hansen et Poggi de Aragao [48] ont réussi a résoudre des PSAT
contenant jusqu’a 140 variables et 300 propositions logiques pour le cas de décision
et d’optimisation. La partie programmation linéaire est réalisée par le code MPSX de
Marsten [54]. Des problemes de taille similaire avec probabilités conditionnelles ont
été résolus. Plus récemment, en utilisant le code de CPLEX pour la programmation
linéaire et la linéarisation pour le probleme auxiliaire, Douanya Nguetse, Hansen et

Jaumard [29] ont résolu des PSAT ayant jusqu’a 500 propositions.

En ce qui concerne les travaux de Coletti, ces derniers ne présentent pas de
résultats de tests numériques. Il s’agit évidemment d’une grande lacune puisqu’il est
difficile de juger de l'efficacité de sa facon de traiter le probleme. Mais, d’apres les
commentaires des sections 2.2.2 et 2.5.2, tout nous porte a croire que sa maniere
de traiter le probleme est moins efficace que celle préconisée dans les divers tra-
vaux de Hansen et Jaumard sur PSAT. De plus, elle ne présente aucun algorithme
pour résoudre de grandes instances de PSAT et CONDSAT. Dans ces cas, bien que le
probleme soit linéaire, il n’en demeure pas moins que lorsque le nombre d’événements
devient assez gros, la taille du programme linéaire devient dramatiquement énorme.
Il s’avere donc indispensable d’avoir recours a des méthodes tres poussées de la re-
cherche opérationnelle, telle que la génération de colonnes, pour résoudre efficacement

ces problemes.



CHAPITRE 3

LE PROBLEME DE LA
SATISFIABILITE
PROBABILISTE QUALITATIVE

3.1 Introduction

Le probleme étudié dans ce projet de recherche et auquel est consacré ce troi-
sieme chapitre est le probléme de la satisfiabilité probabiliste qualitative (QPSAT). Ce
probleme est une extension de PSAT étudié au chapitre précédent. Le cadre général
de QPSAT consiste a considérer, comme dans PSAT, un ensemble d’événements ou de
propositions logiques définis sur un ensemble d’événements élémentaires représentés
par des variables logiques. La probabilité associée a la véracité d’un événement est
soit totalement inconnue ou comprise a l'intérieur d’un intervalle donné par I'expert
(voir section 2.4). De plus, on considére des relations d’inégalité stricte ou non stricte
entre les probabilités de certaines paires d’événements (probabilités qualitatives). Ces
relations sont du type : “A est au plus aussi probable que B” (prob (A) < prob (B)) ou
“A est moins probable que B”( prob (A) < prob (B)). Le premier probléme consiste a
savoir si les jugements de probabilité donnés par ’expert sont cohérents. Ce probléeme
sera traité aux sections 3.3 et 3.4 pour les cas sans ou avec relations d’'inégalité stricte.
En second lieu, on peut étre intéressé, étant donné un événement supplémentaire, a
déterminer les bornes inférieure et supérieure les meilleures possibles sur sa probabi-
lité d’eétre vrai. De plus, on peut vouloir trouver, avec le moins de calculs possibles,
la relation qui existe entre la probabilité de ’événement supplémentaire et celle de

chacun des autres événements. La formulation de ce probleme ainsi que la maniere
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de le résoudre sont présentées aux sections 3.5 et 3.6. Avant d’étudier notre facon de
définir et résoudre QPSAT, nous allons présenter a la section 3.2, un bref survol des
principaux travaux réalisés jusqu’a maintenant sur QPSAT. Les sections 3.3 a 3.6
sont consacrées a ’étude de QPSAT dans le cas non conditionnel. Finalement, a la
section 3.7, on discute brievement de la formulation retenue pour le probleme QPSAT
avec probabilités conditionnelles. Bien que ce probleme ne soit pas résolu explicite-
ment dans le cadre de ce projet de recherche, on discute d'une approche envisageable

pour le résoudre.
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3.2 Survol des travaux antérieurs sur QPSAT

Cette section a pour but de présenter un bref survol des principaux travaux
antérieurs dont ’'objet d’étude est QPSAT.

Au début des années 1970, T.L. Fine [31] consacrait le second chapitre de son
volume, Theories of Probability, a I’étude axiomatique des probabilités comparatives
(qualitatives). Cependant, contrairement a ce qui est fait dans le présent projet de re-
cherche, T.L. Fine inclut la comparabilité parmi les hypotheses de son modele. Cette
hypothese implique que la probabilité de tout évenement est comparable directement
avec celle de tout autre. On a donc une relation entre chaque paire de probabilités. Il
s’agit d’une hypothese tres forte rendant impossible 1'utilisation directe des résultats

obtenus par cet auteur pour le présent projet.

Depuis 1988, Giulianella Coletti s’intéresse a I’étude de QPSAT. Elle a publié,
seule ou avec d’autres auteurs, plusieurs articles ([15] & [22] et [58]) discutant des
probabilités qualitatives selon ’approche de de Finetti (voir aussi Coletti [19] pour un
survol de ses travaux sur PSAT avec ou sans probabilités qualitatives). Contrairement
a T.L. Fine, elle n’inclut pas la comparabilité parmi les hypotheses de ses modeles.
Dans ses articles, Coletti mentionne les définitions, les théoremes et les modeles
de QQPSAT. Cependant, elle ne discute pas vraiment d’une méthode de résolution
envisageable lorsque la taille du probleme augmente. Ce dernier point est a 1’étude

dans le cadre du présent travail de recherche.

Une étude de QPSAT, dans le cas non conditionnel, est présentée dans Co-
letti [16]. On y introduit les différents concepts de la cohérence pour le cas de pro-
babilités qualitatives ainsi que les définitions et les théoremes s’y rapportant. Cette
étude de la cohérence est essentiellement basée sur le concept de systeme de pa-
ris tel que présenté aux sections 2.2.2 et 2.5.2. Dans le cadre de QPSAT, Coletti
considére un ensemble d’événements Sp, Sa, ..., Sy, et un ensemble de relations (pro-
babilités qualitatives) entre les probabilités de certaines paires d’événements. Une
probabilité qualitative, telle que définie par Coletti, est une relation binaire du type

S1 = Sy exprimant 'idée que “S; est au plus aussi probable que S,”. On peut avoir
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également une relation du type S; ~ S qui indique que “S; et S, sont équivalents
en termes de probabilités” ou bien une relation du type S; < S exprimant l'idée

que “S; est moins probable que S;”. On génere tout d’abord I’ensemble W' des
!
J

Soit @ = {(7,j) | Si < S;}, en termes de paris, les probabilités qualitatives sont
cohérentes si pour tout choix de \;; >0 V(i,j) € Q,

sup Z Aij(si —s;) >0
W (i,§)€Q

atomes w!; sur les m événements en utilisant la technique décrite a la section 2.2.2.

ou s; = 1 si S; est vrai et 0 sinon. Cette condition peut s’interpréter de la facon sui-
vante : un pari consiste en un échange entre un bookmaker qui mise sur un événement
S; et un joueur qui mise sur S;. Ce pari procure un méme montant \;; au bookmaker
si S; est vrai et au joueur si S; est vrai. Les probabilités qualitatives sont cohérentes
s’il est impossible que le joueur perde assurément pour une combinaison de paris tels
que, pour chaque paire d’événements dans (), I’événement sur lequel mise le joueur
est au moins aussi probable que celui sur lequel mise le bookmaker. Une condition si-
milaire est obtenue si on considere des relations d’inégalité stricte entre un ensemble
de paires d’événements. Dans ce cas, il faut que le supremum prenne une valeur

strictement positive.

En ce qui concerne la formulation mathématique de QPSAT sans probabilité
conditionnelle, Coletti [21] indique qu’il ’agit d’un programme linéaire sans toutefois
divulguer son modele. De plus, sa fagon de traiter les inégalités strictes n’est pas
décrite explicitement. On peut cependant croire qu’elle utilise une approche similaire
a la notre en observant son modele pour le cas conditionnel (voir Coletti [19]). En
conclusion, notons que son modele correspond tres certainement au prolongement
du modele (2.3) permettant de résoudre le probleme de la cohérence sans probabilité
qualitative. Comme il a été mentionné a la section 2.2.2, sa facon de définir les mondes
est moins efficace que celle préconisée dans ce projet de recherche. Voila pourquoi on

utilisera une approche différente pour résoudre QPSAT.

Le cas avec probabilités qualitatives conditionnelles, étudié par Coletti [15,
17, 18, 19] ainsi que Coletti, Gilio et Scozzafava [20, 21, 22|, donne des modeles
généralement plus complexes. On considere 'ensemble W' des atomes w’; générés sur

’ensemble des événements (voir section 2.5.2 pour une description de cette méthode).
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Soit p’ le vecteur des probabilités associées a la véracité de chacun des atomes, les
contraintes permettant de modéliser les relations entre certaines probabilités condi-

tionnelles, selon Coletti [21], sont les suivantes :

(A%, P AP — (A, g, P [ A ] > 0 s E|H; = Ej|H;
(A nm P AR, D] — [A g, Pl[Agp] > 0 si Ej|H; - Ej|H;
P >0 (3.1)
Ayp' > 0
Agp" > 0

ot Ap, g, = (agp, ;) avec ag, g, ; = 1 si les événements E; et H; sont tous deux
vrais dans le monde possible (atome) wj; et 0 sinon. De méme, Ay = (aj, ;) avec
ay, ; = 1si H; est vrai dans le monde possible (atome) w et 0 sinon. Notons que dans
le cas ol les événements conditionnants sont les mémes (par exemple E;|H; >~ E;|H;),
les modeles demeurent linéaires puisque les termes [A} p'] et [A} p'] sont égaux et
peuvent donc étre enlevés de (3.1). Cependant, lorsque les événements condition-
nants sont distincts, on obtient des programmes avec des termes quadratiques. Il
est important de souligner, qu’en utilisant de telles contraintes, on se retrouve avec
une quantité énorme de termes quadratiques. Il s’agit de problemes tres difficiles a
résoudre, voir méme impossible en pratique sans 'utilisation de techniques telles que
la génération de colonnes. Il est possible de reformuler (3.1) de maniére & obtenir
un programme non-linéaire avec beaucoup moins de termes quadratiques. Cette for-
mulation est décrite a la section (3.7). Dans cette section, on illustre également la
différence entre la formulation de Coletti et celle retenue dans le cadre de ce projet

a ’aide d’un exemple.

La cohérence des probabilités qualitatives conditionnelles peut étre analysée
également selon le concept de systéme de paris. Soit Q = {(4,7) | E;|H; = E;|H;}, en
termes de paris, les probabilités qualitatives sont cohérentes si, pour tout (i,7) € @Q,
)\ija/Bij >0et )\z’j —|—ﬁij >0:

su’p Z ()\”(ezhl — ejhj) + /Bw(h] — hl)) Z 0

Wi (i,4)€Q
ol e; =1 si E; est vrai et 0 sinon (e, h; et h; sont définis de la méme fagon). Cette
condition peut s’interpréter de la maniére suivante : un pari consiste en un échange

entre un bookmaker qui mise sur E;|H; et un joueur qui mise sur F;|H;. Ce pari
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procure le méme montant \;; au bookmaker si F; et H; se réalisent et au joueur si £}
et H; se réalisent. Ce pari procure également un montant 3;; (éventuellement différent
de \;j) au bookmaker si H; se produit et au joueur si H; se produit. Les probabilités
qualitatives conditionnelles sont cohérentes s’il est impossible que le joueur perde
assurément pour une combinaison de paris telle que, pour chaque paire d’événements
dans @, I’événement conditionnel sur lequel le joueur mise est au moins aussi probable
que celui sur lequel le bookmaker mise. En ce qui concerne les inégalités strictes, il
faut que le supremum prenne une valeur strictement positive, c’est-a-dire qu’il soit

impossible que le joueur obtienne assurément un gain négatif ou nul.
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3.3 Cohérence sans inégalité stricte

3.3.1 Définition du probleme

Le premier probléeme que nous allons étudier est celui de la cohérence des ju-
gements de probabilité pour le cas qualitatif sans relation d’inégalité stricte. Formel-
lement, dans le cadre de ce probléeme, on considere, m événements ou propositions
logiques Sy, Ss, ..., S, définis sur un ensemble de n variables logiques x1, zs, ..., 2,
avec les opérateurs booléens usuels V (somme logique), A (produit logique) et ~ (né-
gation). On consideére également les probabilités my, 7o, . .., 7, associées a la véraci-
té des m propositions logiques ou événements. Ces probabilités ne sont pas fixées,
c’est-a-dire qu’elles peuvent étre totalement inconnues ou se situer a l'intérieur d’un
intervalle donné par ’expert. On a, en plus, r; relations d’inégalité non stricte entre

les probabilités de certaines paires d’événements (par exemple, m; < 75).

Le probléme consiste & savoir si les jugements de probabilité donnés par 'ex-
pert sont cohérents. Formellement, il s’agit d’'un probleme de décision qui consiste a
répondre a la question suivante : existe-t-il une distribution de probabilités sur tous les
mondes possibles telle que les r; relations soient respectées ? Rappelons qu’un monde
possible, selon la définition retenue dans le cadre de ce projet de recherche, corres-
pond a un produit complet de variables logiques, c’est-a-dire un produit ou chaque
variable apparait sous forme directe ou complémentée. Les événements peuvent alors
s’écrire comme une somme logique de mondes possibles. Puisque les mondes possibles
sont deux a deux disjoints, la probabilité associée a la véracité d’'une proposition peut
s’écrire comme la somme des probabilités des mondes possibles ou cette proposition
est vraie. Notons également que lorsque nous sommes en présence d’intervalles sur les
probabilités des événements, ces derniers se doivent d’étre respectés par la solution

trouvée.
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3.3.2 Formulation mathématique

Soit @)1, 'ensemble des paires d’indices des événements telles qu’il existe une
relation d’inégalité non stricte entre la probabilité des deux événements du type “Si
est au plus aussi probable que S;”. Plus formellement, on définit cet ensemble de la
maniere suivante : @1 = {(k,[) | m; < m}. La cardinalité de I’ensemble @Q; est égale

a ry. Le probleme peut alors étre formulé sous forme de programme linéaire.

Soit A = (a;;), une matrice m x 2" ou
1 siS; est vrai dans le monde possible w;
aij =
0 sinon

Le probléme de la cohérence des jugements de probabilité sous forme de programme

linéaire devient :

Ip =1
Ap — @ =0
T — m < 0 V(kI)e@ (3.2)
p =0
*x < ®™ <7
oll p et m sont les vecteurs colonnes (pi, ps,...,pan )" et (71, ma, ..., mm)T respective-

ment et 1 est un vecteur ligne de longueur 2" dont chaque élément est égal a 1. Les
vecteurs p et m contiennent les variables du modele. Les jugements de probabilité

sont cohérents si le systéme (3.2) admet une solution.

Revenons a I'exemple 1 pour montrer comment formuler le probleme de la
cohérence sous forme de programme linéaire. On a le méme probléeme que dans I’ap-
plication de 'exemple 1 & la section 2.2.1 sauf qu’on considere en plus les 2 relations
d’inégalité non stricte ainsi que les intervalles sur les probabilités des événements
S1, 59, 53, S4 tels que présentés a la section 1.2. Notons tout d’abord qu’on a les 16
mondes possibles tels que définis a la section 2.2.1. Les probabilités m; ne sont pas
fixées et donc, les 7;, pour i = 1,2,..., m, représentent des variables dans le modele.
De plus, ’ensemble @Q; est défini ainsi : @1 = {(3,4), (5,6)}. Il suffit donc d’ajouter

les contraintes suivantes au modele obtenu lors de la formulation du modele (2.1)
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pour l'exemple 1 (section 2.2.1) :

3 Ty

IAIA

5 e

On ajoute également les bornes suivantes sur certaines variables m; pour faire en sorte

que la solution respecte les intervalles donnés par ’expert :

0.1 < m < 0.2
01 < m < 0.3
02 < w3 < 05
01 < my < 04

3.3.3 Meéthode de résolution

Pour vérifier que le systéme (3.2) admet une solution, il suffit d’appliquer une
phase 1 de l'algorithme révisé du simplexe en variables bornées pour trouver une
solution de base admissible au programme linéaire. Cette solution correspond, en fait,
a un sommet extréme du polytope représentant ’ensemble des solutions admissibles.
Cependant, étant donné que le nombre de variables p; croit exponentiellement avec
la taille du probléme (2" mondes possibles), il est impensable de résoudre le probléme
en considérant I’ensemble des colonnes lorsque la taille du probléme est grande. Voila
pourquoi, une approche de résolution par la méthode de génération de colonnes est
utilisée (voir la section 2.3 pour une description de cette méthode pour résoudre
des PSAT). Dans le cas qui nous intéresse, les colonnes explicites sont les colonnes
associées aux variables d’écart, aux variables artificielles ainsi qu’aux variables ;.
Les colonnes implicites, c’est-a-dire les colonnes que l'on génere au fur et a mesure
du déroulement de I'algorithme, sont les colonnes associées aux variables p;. Pour
formuler le probleme (3.2) avec les variables d’écart et artificielles, on ajoute, au
membre de gauche de 1’équation, une variable non-négative pour chaque contrainte
d’égalité (variable artificielle) et une variable non-négative pour chaque contrainte
d’inégalité (variable d’écart). L’objectif, lors de la phase 1 de l’algorithme, consiste a

minimiser la somme des variables artificielles. Si a 'optimum, on trouve un objectif
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égal a 0, alors le probleme est cohérent et on a trouvé une solution de base réalisable
au probleme. Dans le cas ou la valeur de 1’objectif, & 'optimum, est positive, alors
le probléeme n’est pas cohérent. En effet, on ne peut trouver dans ce cas une solution
respectant les contraintes de (3.2). On se retrouve, en fait, avec au moins une variable
artificielle de valeur positive & 'optimum. Cette situation reflete 'impossibilité de

respecter I’ensemble des contraintes d’égalité.

En ce qui concerne la formulation du probleme auxiliaire, il faut noter que,
puisque les p; n’apparaissent pas dans ’objectif lors de la phase 1, leur cott est nul
(c; = 0) et ainsi, le probleme auxiliaire consiste & maximiser la deuxieme partie de
I'équation (2.4). Si on attribue, a chaque événement S;, la valeur 1 ou 0 advenant le

cas ou il est vrai ou faux, le probleme auxiliaire est le suivant :

m
max ug + Z quz (33)
i=1
oll ug et u; sont les variables duales associées a la tautologie Sy et aux propositions

logiques S1,..., Sm.

Comme il a été mentionné a la section 2.3.2, on peut reformuler cette fonction en
termes des variables logiques 1, xa, . . ., z,, en utilisant les formules (2.6). On obtient
alors un probléme de maximisation d’une fonction non-linéaire en variables 0-1 (voir
I'application de ’exemple 1 a la section 2.3.2). Tel que mentionné a la section 2.3.3, il
n’est pas nécessaire de résoudre exactement ce probleme a chaque itération, on peut
se contenter d’'une méthode heuristique tant qu’une colonne de coiit réduit négatif
(¢;j — uA? < 0) est trouvée. Dans le cadre de ce projet de recherche, Ialgorithme
heuristique utilisé est la recherche avec tabous (voir section 2.3.4 pour une description
de cet algorithme). On utilise ensuite une méthode exacte pour vérifier si une colonne
de cotlit réduit négatif existe encore lorsque la méthode heuristique n’en a pas trouvée.
L’algorithme exact utilisé dans ce projet de recherche consiste a linéariser la fonction
non-linéaire en variables 0-1 en utilisant la linéarisation de Fortet [32, 33] (voir la
section 2.3.5 pour une description de cette technique de linéarisation). Par la suite,
on résout le programme linéaire mixte 0—1 obtenu en utilisant le module de CPLEX

pour la résolution de programmes linéaires mixtes.
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3.4 Cohérence avec inégalités strictes

3.4.1 Définition du probleme

Le probleme étudié dans cette section est sensiblement le méme que celui de la
section 3.3 sauf qu’on considere en plus ry relations d’inégalité stricte entre les pro-
babilités de certaines paires d’événements. On a donc, r = r; +17, relations d’inégalité

non stricte (par exemple, m; < m3) ou stricte (par exemple, m; < m3).

Le probleme consiste a répondre a la question suivante : existe-t-il une distribu-
tion de probabilités sur tous les mondes possibles telle que les r relations d’inégalité
stricte ou non stricte soient respectées ? Dans le cas ou nous détenons des intervalles
sur les probabilités des propositions, ces derniers se doivent d’étre respectés par la

distribution de probabilité sur les mondes possibles trouvée.

3.4.2 Formulation mathématique

En observant le modele (3.2), une fagon de modéliser ce probléme nous vient na-
turellement a I’esprit. Il suffit de prendre le modele (3.2) et d’y ajouter les contraintes
relatives aux relations d’inégalité stricte. Par la suite, on vérifie si le systeme résultant
admet une solution respectant 1’ensemble des équations. Soit ()2, ’ensemble des paires
d’indices des propositions telles qu’il existe une relation d’inégalité stricte entre la
probabilité des deux propositions du type “Sj est moins probable que S;”. Plus for-
mellement, on définit cet ensemble de la maniére suivante : Q2 = {(k,1) | 7, < m}. On
remarque que la somme des cardinalités des ensembles ); (défini a la section 3.3.2)

et Q2 est égal a r, le nombre de relations.
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Le modeéle obtenu est le suivant :

Ip = 1
Ap — © =0
T — m < 0 VY(kl) e (3.4)
e — m < 0 V(kI)€Q,
p =20
*x < ®™ <7

Pour tester la cohérence des jugements de probabilité, il suffit de vérifier si (3.4)
admet une solution. Cependant, la présence d’inégalités strictes nous empéche d’uti-
liser directement 1’algorithme du simplexe pour résoudre ce modele. II faut donc
reformuler ce systeme afin d’éliminer les inégalités strictes. Pour ce faire, on ajoute
une variable t dont la positivité stricte implique que les inégalités sont strictes. Par

exemple, la relation m; < my est équivalente a :

m+t < my

L= o (3.5)

Notons qu’il n’est pas nécessaire d’ajouter une variable pour chaque relation
d’inégalité stricte, une seule suffit pour I'ensemble des relations de ce type. Il suffit
maintenant de savoir comment respecter le fait que t doit étre strictement positive.
Pour ce faire, il suffit de maximiser ¢. Si, a 'optimum, ¢ = 0, alors le probleme est
incohérent car il est impossible de respecter les inégalités strictes. Ainsi, ¢ représente,
pour toutes les relations entre les paires d’événements de ()5, I’écart minimal entre

les probabilités dans une inégalité stricte :

t = i -
(kr,gle%g{ Uy ﬂ'k} (36)

Le probleme de la cohérence des jugements de probabilité devient :

max t
sujet a :
1p 1
Ap = om =0 (3.7)
T, — < 0 V(k1)e@
T — m + t < 0 V(kI) €,
p >0
x < 7w < 7T
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Il n’existe pas de distribution sur ’ensemble des mondes possibles respectant
les r relations si le programme linéaire n’a pas de solution réalisable (la phase 1 se
termine avec une variable artificielle de valeur strictement positive & 'optimum) ou
si la valeur optimale de ¢ (obtenue par la phase 2) est nulle. Le dernier cas exprime

I'impossibilité de respecter I’ensemble des relations d’inégalité stricte.

On peut maintenant illustrer la formulation de (3.7) sur 'exemple 1. Pour
ce faire, en plus des ajouts réalisés a la section 2.3.2, il faut ajouter la variable ¢
ainsi que les contraintes relatives aux relations d’inégalité stricte. On doit également
incorporer un objectif consistant a maximiser ¢. Notons que 'on a, encore une fois,
les 16 mondes possibles tels que définis a la section 2.2.1 et que ’ensemble )5 est
défini ainsi : Q2 = {(1,2),(7,8)}. Ainsi, le probléeme de la cohérence devient :

max t
sujet a :
P1+P2+p3+patps+ps+pr+ps+pPo+protpii+pia+pis+piatpis+pie=1
P1+P2+P3+pa+ps+pe+pr+ps =m
P1+P2+P3+Pa +Po+Pro+Pi1+P12 =2
P1+D2 +Ps5tDPe +P9+P1o +P13+P14 =3
Pt +ps +ps +Ppr +Py +p11 +Ppi3 +Ppis =Ty

DP1+D2+DP3+P4+DPs+Pe+P7+Ps +D1o +D12 +D14 +p16="1s5
DP1+p2+p3+Dp4 +Ds +ps+p9+pio+pP11+Ppi2 +P1a +P16=T6

P1+D2 +P5+De =7

P1+D2 +P9+P1o =g
3 <4
s <Te
m Ft <m
mr F+t <mg

01 < m < 02

01 < m < 0.3

02 < m < 0.5

01 < my < 04

b1,p2, P3, ---,P16 Z 0
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3.4.3 Meéthode de résolution

La maniere de résoudre ce probleme consiste a appliquer la méthode en deux
phases de l'algorithme révisé du simplexe en variables bornées. La premiere phase
consiste a voir si I’ensemble des solutions respectant les contraintes de (3.7) est non
vide et dans l'affirmative, trouver une solution de base admissible. La seconde phase
permet de trouver la valeur maximale de ¢ tout en respectant les contraintes de (3.7).
Pour résoudre efficacement ce probleme, on applique donc I'algorithme de génération
de colonnes tel que décrit a la section 2.3. Les colonnes associées aux variables d’écart,
aux variables artificielles, aux variables m; et t sont explicites tandis que les colonnes
associées aux variables p; sont implicites. En d’autres termes, seules les colonnes
des variables p; sont générées au fur a mesure du déroulement de l'algorithme et
ce, par l'entremise de la résolution du probleme auxiliaire. La premiére phase est
donc identique au cas sans inégalité stricte (section 3.3.3) en ajoutant la colonne
de t dans le probleme maitre. La deuxieme phase consiste uniquement a modifier
I’objectif du probleme. Puisque ¢ apparait seul dans 1’objectif et qu’il s’agit d’une

colonne explicite, il suffit de modifier le sens de I'objectif pour le probleme auxiliaire.
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3.5 Extension sans inégalité stricte

Dans le cadre de ce probleme, on a un événement S,,,; en plus dont il faut
analyser la probabilité m,,,; d’étre vrai. Deux cas sont alors possibles : 1) on peut
vouloir déterminer les bornes inférieure et supérieure les meilleures possibles sur 7,1
(section 3.5.1); 2) on peut étre intéressé a trouver, avec le moins de calculs possibles,
la relation qui existe entre la probabilité 7, ; et chacune des autres probabilités m;
pour i = 1,2,...,m (section 3.5.2). Cet événement supplémentaire s’écrit a partir
des événements élémentaires (représentés par les variables logiques) définissant les m
autres événements. Rappelons qu’il n'y a pas de relations d’inégalité stricte; le cas

avec inégalités strictes sera traité a la section 3.6.

3.5.1 Bornes inférieure et supérieure sur m,,
Définition du probléme

On a un événement S,,,; supplémentaire, on essaie de déterminer les bornes
inférieure et supérieure les meilleures possibles sur sa probabilité m,,.; d’étre vrai.
Evidemment, ces bornes doivent respecter les relations entre les probabilités de cer-
taines paires d’événements (probabilités qualitatives) ainsi que les intervalles sur les

probabilités de certains événements.

Modele mathématique

Etant donné qu’il faut déterminer les bornes inférieure et supérieure les meilleures
possibles sur la probabilité m,, 1, il suffit d’ajouter ’objectif de minimisation et maxi-
misation de 7,1 au modele mathématique (3.2) associé au probléme de la cohérence

des jugements de probabilité sans inégalité stricte.
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Sous forme de programme linéaire, le probleme devient :

min / max Api1 p
sujet a :
Ip =1
Ap — @© =0 (3.8)
m — m < 0 V(kl)e@
p =0
T < 7w <7

Reprenons ’exemple 1 en rappelant que ’événement supplémentaire, dont on
veut analyser la probabilité, est le suivant : Sg = z1 A x2. Il suffit alors d’ajouter
I’objectif de minimisation et maximisation de my. Puisque Sy = z1 A x5, alors my est
égale a la somme des probabilités des mondes possibles ou les événements élémentaires
x; et xy sont vrais. Ainsi, il suffit de joindre, au modele obtenu suite a ’ajout des

contraintes et des bornes (voir section 3.3.2), I'objectif suivant : min/max p; + ps +

P3 + Dp4.

Méthode de résolution

Pour résoudre ce probleme, il suffit d’appliquer la méthode en deux phases de
I’algorithme révisé du simplexe en variables bornées. La premiere phase consiste a
résoudre le probléeme de la cohérence des jugements de probabilité afin de trouver une
solution admissible respectant les contraintes de (3.8). La deuxiéme phase consiste
a trouver la solution admissible permettant de minimiser et de maximiser la valeur
de mp41. On résout ce probleme également a l'aide de 1’algorithme de génération de
colonnes. Le probleme auxiliaire pour la phase 1 est identique a celui du probléme de
la cohérence des jugements de probabilité (voir section 3.3.3). En ce qui concerne la
phase 2, lors de la résolution du probleme auxiliaire, on détermine la colonne entrante
en minimisant (borne inférieure) ou maximisant (borne supérieure) la fonction (2.5).
Cette fonction est transformée en fonction non-linéaire en variables 0—1 par la trans-

formation décrite a la section 2.3.3. Lorsque la méthode heuristique et la méthode
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exacte ne trouvent pas de colonne de cotit réduit négatif (minimisation) ou positif
(maximisation), alors on a trouvé la borne inférieure sur m,,,; (minimisation) ou la

borne supérieure sur m,,,; (maximisation).

3.5.2 Relation entre la probabilité 7,1 et chacune des m

probabilités m;

Définition du probléme

On a un événement S,,,; en plus, il faut trouver, pour chaque événement S;,

pour 2 = 1,2,...,m, si ce dernier est :

1. plus probable que Sy41 (7; > Tmi1),
au moins aussi probable que Sy,41 (7; > Tmyi1),
moins probable que Sy, 11 (T < Tm1),

au plus aussi probable que Sp,11 (7 < Tpy1),

ook N

incomparable, en termes de probabilités, avec Sy, 1.

Méthode générale de résolution

La méthode générale de résolution permettant de résoudre ce probleme com-

porte deux étapes :

1. Résoudre le probléme de la cohérence des jugements de probabilité. On tente de
trouver une solution réalisable au probléme en résolvant le probleme (3.2). Si

le systéme admet une solution, on passe a ’étape 2. Sinon, on arréte.
2. Pour chaque événement S; (pour i =1,2,...,m) :

a omparer o; avec L' objectil pour voir S'1 a 1nclusion. rar exemple, S1
C S I'objectif ir il y a inclusion. P le, si
Sm+1 =21 ANrog N3 et Sz =z A Ta, alors Sm—l—l Q S, et donc Tm+1 S ;.

S’il n’y a pas d’inclusion, on passe a (b).
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(b) Vérifier §'il existe une relation indirecte entre 7,1 et m;. On résout, tout
d’abord, le programme linéaire dont I’'objectif consiste a trouver le mini-
mum de 7,1 — 7; sous les contraintes définies par (3.2). Le programme

linéaire obtenu est le suivant :

min Am+1p - Azp

sujet a :
1p 1
Ap — © =0 (3.9)
o — m < 0 VY(kl)e@
p =0
r < ™ <7

La solution optimale de ce probléme nous donne la valeur minimale de la

différence entre 7,1 et m;. Trois cas sont alors possibles :

< 0, silarelation m,.; > m; n’est pas toujours vraie.
min(m,1 —m) 4 =0, Sl Ty > W

>0, sl 7Tpe1 >

Si la valeur minimale de m,,,; — m; est non-positive, alors on tente de
résoudre le probleme (3.9) en inversant le sens de 'objectif (maximisation

au lieu de minimisation). Encore une fois, 3 cas sont possibles :

> 0, sila relation 7, ; < m; n’est pas toujours vraie.
max (T — ™) 4 =0, si Tpyr < m.

<0, si Tm41 < Tj.

Si on obtient la premiere alternative dans les deux cas (min(mp, 1 —m;) < 0
et max(my 1 — m;) > 0), alors Sp,41 et S; sont incomparables en termes
de probabilités. Si on obtient la deuxieme alternative dans les deux cas
(min (7,41 — m) = max (T, — m;) = 0), alors T, = 7.

La réalisation de I’ensemble des comparaisons est coliteuse en termes de temps
de calculs. En effet, il se peut que ’on soit obligé d’effectuer jusqu’a 2m appels
de la phase 2 de l’algorithme du simplexe en génération de colonnes. En utilisant
judicieusement l'information que nous détenons sur les relations entre les m; ainsi
que la conclusion trouvée suite a une comparaison avec 1’objectif, il est possible de

résoudre le probleme beaucoup plus efficacement.
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Amélioration de la méthode

Pour améliorer la méthode, il suffit de tenir compte des relations, impliquées
ou fournies par ’expert, entre les probabilités de certaines paires d’événements. Les
relations impliquées sont représentées par un graphe G = (N, A) d’implication. Les
sommets du graphe correspondent aux m + 1 événements. On trace un arc (i, 7) si
S; € S et donc m; < ;. On ajoute les arcs définis par les r; relations d’inégalité
non stricte données par ’expert. Les composantes de G se définissent donc ainsi :
N={12....m+1}et A={(i,j) | m < mj}.

Revenons, encore une fois, a I’exemple 1 pour illustrer la maniere de tracer
le graphe d’implication. On a un sommet par événement, les numéros des sommets
correspondent aux indices des événements. La figure 3.1 représente le graphe d’impli-
cation de 'exemple 1. Notons que les relations d’inégalité stricte y sont présentes. On
a donc, tel qu’indiqué dans la légende de la figure 3.1, trois types d’arcs : 1) les arcs
(¢, j) représentant une relation du type m; < 7; qui est due a une inclusion, 2) les arcs
(¢,7) indiquant une relation du type m; < 7; donnée par 'expert et 3) les arcs (¢, j)
indiquant une relation du type m; < m; fournie par I'expert. Le dernier type d’arcs
permet de modéliser le graphe d’implication pour le probleme de la section 3.6.2.
Analysons maintenant brievement le graphe de la figure 3.1 afin de comprendre com-
ment les arcs ont été tracés. Les deuxieme et troisieme types d’arcs sont évidents
puisqu’ils modélisent les relations fournies par l'expert telles que mentionnées a la
section 1.2. En ce qui concerne le premier type d’arc, il faut analyser les événements
deux & deux pour voir §'il y a inclusion. Par exemple, on a un arc (8,6) puisque
Sg C Sg et ainsi, mg < mg. En effet, en analysant ces deux événements, on constate
que si Sg est vrai, alors Sg est vrai car xy est alors vrai. Une analyse similaire peut
étre réalisée pour expliquer la présence de tous les arcs de ce type dans le graphe. Par
ailleurs, en analysant le graphe de la figure 3.1, on constate facilement la présence
de relations indirectes entre certaines paires de probabilités. Par exemple, puisque
mg < my et my < ms, alors, par transitivité, mg < m5. Cette analyse nous amene a la
prochaine étape de la méthode, c’est-a-dire la détermination des relations induites

par transitivité.



Légende
Si prob(S, ) est inférieure ou égale a prob( S, ) (par inclusion).
@f --- @ Si prob(S, ) est inférieure ou égale a prob( Sj) (par I" expert).
@ """"" »@ Si prob(S, ) est strictement inférieure a prob( S, ) (par I’ expert).

Fic. 3.1 — Graphe d’implication de ’exemple 1.

48



49

Formellement, si G contient larc (i,7) et l'arc (j, k), alors, par transitivité,
on peut ajouter l'arc (i, k). En effet, si m; < 7; et m; < my, alors, par transitivité,
on a que m; < m. Ainsi, un chemin orienté P de G reliant deux sommets 7 et j
implique m; < 7; (en excluant les arcs représentant des relations d’inégalité stricte;
ce dernier cas sera traité a la section 3.6.2). Si on veut ajouter tous les arcs indiquant
les relations indirectes, c’est-a-dire ajouter un arc (i, j) pour chaque paire de sommets
telle qu’il existe un chemin orienté reliant ¢ et j dans G, il suffit de déterminer la
fermeture transitive du graphe. L’algorithme retenu dans le cadre de ce projet pour
réaliser cette opération est une version de l’algorithme développé par Roy [57] (et
redécouvert indépendamment par Warshall [59]). Soit G’, le graphe obtenu a la fin
du déroulement de ’algorithme. Pour savoir s’il existe une relation directe ou indirecte
entre les probabilités de deux événements S; et S;, il suffit de vérifier s’il existe un
arc (i,7) ou (j,7) dans G'. Sans la réalisation de la fermeture transitive du graphe,
nous aurions été dans ’obligation de vérifier si G contenait un chemin orienté de ¢

vers j ou de j vers i.

Lorsqu’on effectue les comparaisons entre 7,1 et m;, pour ¢ = 1,2,...,m, on
vérifie d’abord si on connait la relation entre 7,1 et m; en examinant les arcs entre
les sommets m + 1 et ¢ dans G'. Si on ne connait pas totalement la relation entre les
deux probabilités, on calcule le minimum et/ou le maximum de la différence entre ces
probabilités. Par la suite, une fois la relation trouvée par 'analyse du minimum ou du
maximum, on peut déterminer la relation entre 7, ;1 et la probabilité des événements
S; pour lesquels, il existe un arc (4, j) ou (j, ¢) selon le cas. Formellement, la méthode
améliorée s’énonce ainsi :

1. Résoudre le probléme de la cohérence des jugements de probabilité. On tente de
trouver une solution réalisable au probléme en résolvant le probleme (3.2). Si

le systeme admet une solution, on passe a ’étape 2. Sinon, on arréte.
2. Tracer le graphe d’implication G.

3. Effectuer la fermeture transitive du graphe G pour obtenir le graphe G'.
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4. Pour chaque événement S; (pour i =1,2,...,m) :

(a)

(b)

Déterminer, par I’analyse de G', si on connait déja la relation entre m,, 1

et ;. Si on ne connait pas la relation entre m, 1 et m;, on passe a (b).

Vérifier s’il existe une relation indirecte entre 7, et m; non déterminée
par G'. On résout, tout d’abord, le programme linéaire (3.9). La solution
optimale de ce probléeme nous donne la valeur minimale de la différence
entre 7,1 et m;. Cette solution nous donne non seulement la relation
entre 7,1 et m; mais également celle entre m,,,; et la probabilité des
successeurs ou prédécesseurs de ¢ dans G'. On met a jour G' avec ces

nouvelles relations trouvées. Formellement, trois cas sont possibles :

< 0, silarelation m,.; > m; n’est pas toujours vraie.
Ainsi, m,,1 n’est pas toujours supérieure ou
égale a m; pour tout (i,j) € A'.

min(mp, —m) 4 =0, Sl Ty > m.

Ainsi, mpm41 > m; pour tout j tel que (j,7) € A'.

>0, sl 7Ty >

Ainsi, mp,41 > m; pour tout j tel que (j,7) € A"

Pour les cas ol m,, 11 — m; > 0 a optimum, alors on tente de résoudre le
probleme (3.9) en inversant le sens de l'objectif (maximisation au lieu de

minimisation). Encore une fois, 3 cas sont possibles :

,

> 0, sila relation m,.; < m; n’est pas toujours vraie.
Ainsi, m,,,1 n’est pas toujours inférieure ou
égale & m; pour tout (j,7) € A"

max(my, 1 — m) 8 =0, 8Ty <.

Ainsi, 41 < m; pour tout j tel que (i,j) € A

<0, si Tm41 < Tj.

Ainsi, 7,41 < m; pour tout j tel que (7,5) € A

Si on obtient la premiere alternative dans les deux cas (min(mp, 1 —m;) < 0
et max(mp 1 — m;) > 0), alors Sp,41 et S; sont incomparables en termes
de probabilités. Si on obtient la deuxieme alternative dans les deux cas

(min(mp,y1 — m) = max(my,1 — m) = 0), alors my, 1 = ;.



51

Cette amélioration permet de réduire sensiblement le nombre de comparaisons
a effectuer. Pour s’en convaincre, analysons le graphe d’implication de 'exemple 1
(voir figure 3.1). Par exemple, si on trouve en résolvant le modele 3.9 que la valeur
minimale de mg — 73 est égale a 0, alors on peut affirmer que m9 > 73 et, par transiti-
vité, que my est supérieure ou égale a mg et m;. Par la suite, il sera inutile de vérifier
si S7 et Sg sont au plus aussi probables que Sy car on détient déja I'information.
Par conséquent, on effectuera moins de comparaisons puisque, sans l’'utilisation du

graphe d’implication, nous aurions été dans I'obligation d’effectuer ces vérifications.

On peut alors se poser une question : I’ordre dans lequel les comparaisons sont
effectuées peut-il influencer le nombre de comparaisons a réaliser et ce faisant, le
temps d’exécution de l'algorithme? La réponse a cette question n’est pas triviale.
Pour y répondre, nous avons décidé de comparer trois fagcons de choisir 'ordre dans

lequel on compare la probabilité de chaque événement avec celle de Sp,11 :

1. ordre croissant des indices des événements,

2. parmi les sommets de G' non comparés avec Sy, et dont un des demi-degrés

est nul, choisir, a chaque fois, le sommet avec le degré maximal,

3. parmi tous les sommets de G' non comparés avec S, 1, choisir, & chaque fois,

le sommet de degré maximal.

Rappelons que dans un graphe orienté, chaque sommet a deux demi-degrés :
le demi-degré intérieur qui correspond au nombre d’arcs entrants dans le sommet
et le demi-degré extérieur qui correspond au nombre d’arcs sortants du sommet. Le
degré d’un sommet est égal a la somme des deux demi-degrés, c’est-a-dire le nombre
total d’arcs incidents au sommet. Lorsqu’on compare un sommet avec I’objectif, on
met & jour les degrés des sommets qui préceédent et suivent ce sommet dans G’ en
réduisant d’une unité leur demi-degré extérieur et leur demi-degré intérieur respecti-
vement. Notons que le premier critere de sélection ne tient pas compte de la structure
du graphe d’implication tandis que les deux autres comparent, en premier lieu, les
événements qui sont éventuellement susceptibles de nous procurer plus d’informa-

tions. En effet, si on choisit un événement dont le sommet du graphe est connecté



52

a plusieurs sommets, il est probable que la connaissance de la relation entre la pro-
babilité de cet événement et celle de S,, 1 nous procure beaucoup d’information sur
les sommets connectés a ce sommet. Au chapitre 4, on tente de voir si une de ces
méthodes a un comportement empirique supérieur aux deux autres. Pour ce faire,
on analyse les résultats numériques obtenus par chacune de ces méthodes lors de la

réalisation d’une série de tests.
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3.6 Extension avec inégalités strictes

Il s’agit du méme probleme qu’a la section précédente sauf qu'on considere
des relations d’inégalités strictes. Pour le modele, cela se traduit par l'ajout d'un
parametre t. Ce dernier permet d’utiliser 1’algorithme révisé du simplexe en va-
riables bornées pour résoudre le probléeme en transformant les inégalités strictes en
inégalités non strictes. Encore une fois, on tentera de déterminer les bornes inférieure
et supérieure les meilleures possibles sur 7,1 (section 3.6.1) ainsi que les relations

entre m,1 et m;, pour ¢ = 1,2... m (section 3.6.2).

3.6.1 Bornes inférieure et supérieure sur m,,
Définition du probléme

On a une proposition S,, 1 supplémentaire, on essaie de déterminer les bornes
inférieure et supérieure les meilleures possibles sur 7,1 en fonction de la valeur du
parametre t. Ainsi, on tente de voir, en effectuant une analyse paramétrique sur ¢,
I'influence de ce parametre sur la valeur optimale de 7, 1. La méthode de résolution
consiste donc a appliquer les concepts de ’analyse paramétrique de la programmation
linéaire pour notre algorithme de génération de colonnes (voir Chvéatal [14] pour une
description de ’analyse paramétrique de la programmation linéaire dans un cadre

général).

Méthode de résolution

Formellement, on applique la méthode en deux étapes qui suit :

1. Résolution du probléeme (3.7) de la cohérence des jugements de probabilité avec
relations d’inégalité stricte (section 3.4). Si le probléme est cohérent, on passe

a 2. Sinon, on arréte le déroulement de I’algorithme.
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2. On change l'objectif du modele (3.7) et on y ajoute la contrainte ¢t > b. L’objec-
tif est le suivant : min/max 7,1 = Ap1p. Apres ces modifications, le modele

obtenu est le suivant :

min/max  Ap1p

sujet a :
1p 1
Ap — w =0
T — m < 0 V(kI) e (3.10)
T — m + t < 0 V(kI) €,
t > b
p = 0
o < w < 7T

On examine tout d’abord si la valeur optimale de I'objectif de 3.10 change avec
la variation de t. Pour ce faire, on résout avec b égal a 0 et b égal a la valeur maxi-
male de ¢ trouvée en 1. Si les valeurs optimales obtenues sont identiques, alors
on arréte puisqu’on sait que t n’a pas d’influence sur la valeur de 7, ;. Sinon,
on résout le probléeme en faisant varier b pour déterminer les bornes inférieure
et supérieure les meilleures possibles sur m,,,; en fonction de ¢. On commence
avec b égal a 0 et on 'augmente jusqu’a ce qu’il atteigne la valeur maximale
de t. Puisque la valeur optimale de I'objectif en fonction de ¢ est une fonction
convexe ou concave, et linéaire par morceaux, tout au long du déroulement de
I’analyse paramétrique, on vérifie si la pente de ’objectif en fonction de ¢ (pour
la valeur de b courante) est la méme que celle pour b égal & la valeur maximale
de t. Si c’est le cas, on peut arréter ’analyse paramétrique puisqu’on sait que la
fonction est linéaire jusqu’a la valeur maximale de ¢. Formellement, on effectue

I’analyse paramétrique telle que décrite dans la figure 3.2.

La méthode retenue dans ce projet de recherche pour retrouver une solution de
base admissible au probleme fait appel a ’algorithme primal du simplexe. Il aurait
été possible d’utiliser l'algorithme dual du simplexe pour réaliser cette tache (voir
Chvétal [14]). Cependant, étant donné que nous utilisons l'algorithme de génération
de colonnes pour résoudre (3.10), les colonnes associées aux variables p; ne sont
pas toutes connues. Ainsi, nous serions obligés de résoudre un programme hyperbo-

lique pour retrouver une solution admissible par 1’algorithme dual. La résolution d’un
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b=0;
Tant que b < Maz-t et Pente-courante # Pente-maz-t, faire
- Résoudre (3.10) ;
- Trouver par analyse de sensibilité sur b, I'intervalle de valeur pour
lequel la solution de base courante reste admissible et optimale;
- 4 = borne sup. trouvée ;
b=u+e¢;
- Retrouver une solution de base admissible de (3.10);

Fin tant que.

Maz-t correspond & la valeur maximale de ¢ trouvée lors du probléme de la
cohérence des jugements de probabilité (section 3.4). Pente-courante et Pente-
maz-t représentent la valeur de la pente de la valeur optimale de ’objectif en

fonction de ¢ pour la valeur de b courante et pour b = Maz-t respectivement.

Fi1c. 3.2 — Schéma de ’analyse paramétrique.

tel programme est une tache tres difficile. Cette approche n’a donc pas été retenue
pour le présent projet. La méthode primale, pour restaurer l’admissibilité du pro-
gramme (3.10), consiste a ajouter une variable artificielle & chaque contrainte dont la
variable de base atteint une valeur hors de ses bornes suite a la modification de b. Ces
variables permettent de retrouver une solution de base rapidement. Par la suite, on
applique une phase 1 de 'algorithme révisé du simplexe pour éliminer ces variables
artificielles et trouver une nouvelle solution de base admissible au probléeme. Une fois
I’analyse paramétrique terminée, ’expert peut vérifier 'impact de t sur ’objectif et
utiliser cette information pour prendre une décision éclairée et rationnelle quant a la
valeur minimale qu’il désire donner a t. En d’autres termes, il peut déterminer une

valeur pour I’écart minimal entre les probabilités dans les relations d’inégalité stricte.
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3.6.2 Relation entre la probabilité 7,,,; et chacune des m

probabilités ;
Définition du probléeme

Comme dans le cas sans inégalité stricte (section 3.5.2), on a un événement
Sma1 supplémentaire et il faut trouver, pour chaque événement S;, pour i = 1,

2,...,m, si ce dernier est :
. plus probable que Sy,1 (m; > Tpy1),

. au moins aussi probable que Sy, 11 (7T > Tpi1),

1

2

3. moins probable que Sy, 11 (T < Tma1),

4. au plus aussi probable que Sp11 (M < Tpy1),
5)

. incomparable, en termes de probabilités, avec Sy, 1.

Méthode de résolution

La méthode de résolution est tres semblable a celle utilisée dans le cas sans
inégalité stricte. Les contraintes du modele sont les mémes que celle de (3.10) avec
b = 0. Cependant, lors des comparaisons, on vérifie, lorsque la valeur minimale (maxi-
male) de m,,,1 — m; est strictement négative (strictement positive), si une variation
de t peut renverser la conclusion. En d’autres termes, si une variation de t peut
impliquer un changement de signe de la valeur optimale obtenue. Cette opération
est réalisée par ’entremise de I'analyse paramétrique. Notons qu’il n’est pas toujours
nécessaire de réaliser cette analyse. On vérifie donc, au départ si, lorsque b correspond
a la valeur maximale de ¢ trouvée dans le probleme de la cohérence (section 3.4), la
valeur de l'objectif change de signe. Si oui, on effectue ’analyse paramétrique pour
trouver la valeur minimale de ¢ pour laquelle la conclusion est renversée. Sinon, il
est inutile d’effectuer I'analyse paramétrique puisque une variation de ¢t ne permet
pas de modifier le signe de la valeur optimale de 7,1 — m;. Notons qu’on utilise,
encore une fois, la valeur de la pente de la valeur optimale de 1’objectif en fonction

de t pour réduire le temps passé a effectuer I’analyse paramétrique. Ainsi, tout au
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long du déroulement de ’analyse paramétrique, on vérifie si la pente de la valeur
optimale de 'objectif en fonction de ¢ (pour la valeur de b courante) est la méme que
celle pour b égal a la valeur maximale de ¢. Si c’est le cas, on peut arréter ’analyse
paramétrique. On peut, par la suite, retrouver la valeur minimale de ¢ pour laquelle

la conclusion est renversée par interpolation linéaire.

De plus, on doit inclure, dans le graphe d’implication, les arcs représentant
les relations d’inégalité stricte. Soit G = (N, A), le graphe d’implication incluant
I’ensemble des r relations. Pour le calcul de la fermeture transitive du graphe G,
il faut tenir compte du fait qu’une inégalité stricte implique une relation plus forte
qu’une inégalité non stricte. Par exemple, si m; < 7; et m; < my, alors, par transitivité,
on a que m; < 7. Ainsi, si dans un chemin P de G reliant deux sommet i et j, il
existe au moins un arc (k, ) représentant une relation d’inégalité stricte, alors on peut
ajouter un arc (¢,j) indiquant que m; < 7;. Cette affirmation est facile a prouver.
Supposons que 'arc (k,[) soit le seul arc de P représentant une relation d’inégalité
stricte. Le chemin de ¢ vers k indique que 7; < 7. De méme, le chemin de [ vers
J indique que m < 7;. Puisque 7, < m;, par transitivité, m; < m et donc m; < ;.
Par exemple, dans le graphe d’implication de ’exemple 1 (figure 3.1), on remarque
que T < m et que m < w9, alors mg < mp. Ainsi, on peut remplacer 'arc (9, 2)
représentant une relation d’inégalité non stricte par un autre arc (9, 2) représentant

une relation d’inégalité stricte.
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3.7 Discussion sur QPSAT avec probabilités condi-

tionnelles

Dans le cadre de ce probleme, on considere également m événements Sy, Ss, ...,
S définis sur un ensemble de n variables logiques z1, xs,...,z,. De plus, parmi
les r relations d’inégalité stricte ou non stricte, on détient des relations entre des
probabilités conditionnelles (par exemple, prob (S;]|S2) < prob (S;3/Ss)). Tel que
mentionné dans Coletti [21], on remarque que si les événements conditionnants sont
les mémes, alors le probleme demeure linéaire. L’exemple suivant nous permet de

constater 'exactitude de cette affirmation.

Exemple 5. Soit, 3 événements Si, S, S3 et la relation suivante :
prob(S1]Ss) < prob(S;|Ss)

En utilisant la définition d’une probabilité conditionnelle, on obtient la relation

équivalente suivante :

prob(S; A Sz) - prob(S3 A Ss)
prob(S2) —  prob(S:)

En simplifiant, on a :
prob(S; A Sz) < prob(S3 A Sz)

La derniere relation peut étre facilement incorporée aux modeles obtenus aux

sections précédentes sans toutefois perdre la linéarité de ces modeles.

Par ailleurs, lorsque les événements conditionnants sont distincts, on se retrouve
avec des programmes contenant des termes quadratiques. Néanmoins, il est possible
de formuler judicieusement les contraintes permettant de modéliser les relations entre
deux probabilités conditionnelles de maniere a obtenir beaucoup moins de termes
quadratiques que dans la formulation (3.1) de Coletti. Pour ce faire, on insére les

contraintes permettant de définir le numérateur et le dénominateur de la définition
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d’une probabilité conditionnelle séparément de la relation entre les deux probabilités

conditionnelles. Voici un exemple de contraintes modélisant la relation suivante :

prob (S,|S,) < prob (Sk|S).

Aq/\vp = Tgrv

Agnp = Tl

Ayp = m, (3.11)
Ap = m

Tgrnv Tl S TEAT Y
ol Agry = (agrv,j) avec agny; = 1 si les événements S, et S, sont tous deux vrais
dans le monde possible w; et 0 sinon; A, = (a, ;) avec a,; =1 si S, est vrai dans le

monde possible w; et 0 sinon.

L’ajout de ce type de contraintes, pour chaque relation entre deux probabilités
conditionnelles, conduit a un modele avec peu de termes quadratiques. En fait, cette
formulation est beaucoup plus efficace que la formulation (3.1) de Coletti. Pour s’en
convaincre, regardons la différence entre ces deux formulations sur le petit exemple

suivant :

Exemple 6. Soit 4 événements S7, Ss, S3,.S4 définis ainsi :

S =1
So = T
S3 = x3
S4El‘4

En définissant les mondes possibles sur les variables, on obtient les 16 mémes
mondes que pour ’exemple 1 (section 2.2.1). Puisque chaque proposition correspond
a une variable, en définissant les mondes possibles sur les propositions, on obtient les
16 mémes mondes (voir section 2.2.2 pour la description des deux fagons de définir

les mondes).
Supposons que 1’on ait la relation suivante :

prob(S1]S2) < prob(Ss|Sy)
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Si on modélise cette relation a 1’aide de la formulation 3.11, on obtient les contraintes

suivantes :
P1+Pp2+D3+ps =T1A2
P1+Pp2+D3+ps +Po+P10o+P11+P12 =2
P1 +ps +DPg +p13 =T34
P1 +Dps3 +p5 +Pp7+Do +P11 +p13+pis =Ty

Mip2 X T4 <T3p4 X o

b1,P2, P3, --.,P16 20

Si on utilise la formulation (3.1) de Coletti pour modéliser cette relation, en excluant
les inégalités indiquant que la probabilité d'un événement conditionnant est non nul,

les 5 premieres contraintes sont alors remplacées par la contrainte suivante :

(p1 +p2 +ps+pa) X (p1 + s + s + pr + Po + P11+ P13 + P15) <
(p1 + P2 + s + pa+ o + P1o + P11 + P12) X (P1 + P5 + Do + P13)

En effectuant le produit des sommes des variables p; dans cette équation, on constate

que la formulation de Coletti génere beaucoup plus de termes quadratiques.

Une méthode envisageable pour résoudre des QPSAT avec probabilités condi-
tionnelles consiste a adapter les techniques développées par Audet, Hansen, Jaumard
et Savard [3] pour résoudre des programmes avec des termes quadratiques. Cette
méthode consiste a appliquer un algorithme de séparation et coupes pour trouver,
en temps fini, une solution approchée au probléme de programmation quadratique a
contraintes quadratiques. L’idée générale de cet algorithme consiste a estimer chaque
terme quadratique par des linéarisations successives. L’adaptation de cet algorithme
pour la résolution de QQPSAT en génération de colonnes sera traité dans le cadre de

mon projet de doctorat.



CHAPITRE 4

RESULTATS NUMERIQUES

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter les résultats numériques obtenus par nos
algorithmes pour la résolution de QPSAT générés aléatoirement. L’information pro-
curée par ces résultats permet d’analyser judicieusement la performance des méthodes
retenues dans le cadre de ce projet. Ainsi, il est possible d’évaluer empiriquement 1’'im-
pact de la modification de la taille du probléeme (nombre d’événements, nombre de

variables ou nombre de relations) sur les temps de calcul.

Dans la section 4.2, on décrit de facon succincte la méthode utilisée pour
générer les problemes. La section 4.3 est consacrée a 1’étude des résultats obtenus.
On y présente donc, sous forme de tableaux, les résultats de diverses expériences
numériques ainsi qu’'une breve analyse de ces résultats. Notons que tous les algo-
rithmes ont été programmés en langage C et exécutés sur une station SUN ULTRA-2
avec 300 Mhz et 384M de ram. De plus, la partie programmation linéaire a été résolue

a 1’aide du logiciel CPLEX 5.0.
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4.2 Génération de problemes tests

Les problemes visant a étudier la performance de nos algorithmes ont été congus
a l'aide d’un générateur de problemes. Le générateur que nous avons implanté génere
des problemes ou chaque proposition ou événement correspond a une clause, c’est-a-
dire & un produit logique de variables booléennes (par exemple z; A x3). Le nombre
maximal de variables pouvant se retrouver sous forme directe ou complémentée a
I'intérieur d’une clause est fixé & 5. De plus, puisque ’expert n’est pas toujours en
mesure de fournir une estimation de la probabilité de chaque événement, nous avons
décidé de fixer & 15% la proportion d’événements pour lesquels on détient un intervalle
sur sa probabilité d’étre vraie. Ainsi, pour chaque événement, on génére une nombre
aléatoire compris dans l'intervalle [0,1]. Si ce nombre est plus grand que 85%, alors on
calcule un intervalle sur la probabilité de cet événement. Les intervalles sont obtenus
en générant aléatoirement un ensemble de vecteurs d’assignations de valeurs vraie
ou fausse aux n variables logiques (le nombre de vecteurs générés = min{2", 1024},
ou n = nombre de variables). On calcule ensuite, pour chaque événement dont on
veut trouver un intervalle sur sa probabilité, la proportion des vecteurs d’assigna-
tions de valeurs aux variables logiques induisant une assignation de valeur vraie a
I’événement en question. En d’autres termes, on détermine le pourcentage de vecteurs
pour lesquels toutes les variables qui définissent I’événement sont vraies. Ensuite, on
établit I'intervalle de maniére & ce que la valeur trouvée (p) soit comprise dans cet
intervalle. Plus formellement, on génere aléatoirement deux nombres u; et us compris
dans l'intervalle [0,1] et on calcule 'intervalle ainsi : [p X uy, 5+ (1 — D) X ug]. Ainsi,
on trouve un intervalle de probabilités qui est cohérent dans le cas ou on ne tient pas
compte de probabilités qualitatives. Cette facon de procéder nous permet de calculer
simplement des probabilités pour chacun des événements dont on veut déterminer

un intervalle de probabilités.

En ce qui concerne les relations entre certaines paires de probabilités (probabi-
lités qualitatives), on génere un ensemble de relations qui ne sont pas déja impliquées
par une inclusion. De plus, on exclut les relations qui engendrent directement une
incohérence (par exemple, 11 < 7y et m; > ) ou une équivalence entre deux proba-

bilités (par exemple, m; < my et m; > o). Par ailleurs, pour les probléemes contenant
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des relations d’inégalité stricte, la proportion du nombre d’inégalités strictes par rap-
port au nombre total de relations est établie & 15%. Ainsi, pour chaque relation, on
génére une nombre aléatoire compris dans 'intervalle [0,1]. Si ce nombre est plus
grand que 85%, alors on indique qu’il s’agit d’un inégalité stricte. Lorsque le nombre
de relations n’est pas mentionné, il est fixé & 50% du nombre m d’événements. Ainsi,
dans les 4 premiers tableaux de la prochaines sections, le nombre de relations est
toujours égal & 50% de m. Finalement, notons que pour chaque taille de probleme,

10 problemes différents ont été générés.
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4.3 Résultats et analyse

Dans cette section, on présente 5 tableaux visant a faire une analyse des métho-
des algorithmiques retenues dans le cadre de ce projet de recherche. Tout d’abord,
on essaie d’identifier laquelle, parmi les trois facons de déterminer ’ordre des com-
paraisons (voir section 3.5.2), performe le mieux. En second lieu, on compare la
performance des deux méthodes (méthode générale et méthode améliorée) permet-
tant de déterminer les relations entre les probabilités des m événements et celle de
Sma1. Finalement, on tente d’analyser 'impact d’une modification du nombre n de
variables, du nombre m d’événements et du nombre r de relations sur les temps de
calculs ainsi que le nombre d’appels des différentes étapes de la résolution d’un QP-
SAT. Avant d’analyser chacun de ces tableaux, regardons les définitions essentielles

a la compréhension de ceux-ci.

Légende des tableaux :
- n : le nombre de variables logiques;
- m : le nombre d’événements;
- r : le nombre de relations;

- App. p : le nombre moyen d’appels de l'algorithme (heuristique taboue ou

algorithme exact) ;

- App. o : Iécart-type du nombre d’appels de I’algorithme (heuristique taboue

ou algorithme exact);
- Temps p : le temps cpu moyen ;
- Temps o : ’écart-type du temps cpu;
- Incoh. : I'ensemble des problémes incohérents ;
- Coh. : I'ensemble des problemes cohérents;

- Fréq. : la fréquence (en %) du nombre de problémes cohérents sur les 10 pro-

blemes testés;
- Nb. comp. p : le nombre moyen de comparaisons;

- Nb. comp. ¢ : 'écart-type du nombre de comparaisons.
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En guise de premiere analyse, nous avons décidé de comparer la performance
des trois méthodes de détermination de l'ordre des comparaisons (voir section 3.5.2
pour la description de ces méthodes). Le tableau 4.1 présente donc, pour chacune des
4 tailles différentes de problemes et chaque méthode, la moyenne et 1’écart-type du
temps cpu passé a déterminer les relations pour les problemes, parmi les 10 générés,
qui sont cohérents. Cette analyse sommaire nous permet de constater que la méthode
consistant a comparer les événements selon l'ordre décroissant des degrés des sommets
qui leur sont associés dans le graphe d’implication, semble donner des temps moyens
de calculs légerement plus faibles. De plus, les valeurs d’écart-type du temps de
calculs pour cette méthode sont comparables ou inférieures a celles des 2 autres
méthodes. Bien qu’il s’agit d’une analyse tres sommaire et que les temps de calculs ne
semblent pas étre tres différents d’'une méthode a ’autre, nous avons décidé d’utiliser

la méthode des degrés maximaux dans la suite de nos expériences numériques.

n 25 25 50 50
Problemes m 25 50 50 100
Ordre Temps p || 0,63 | 5,02 | 4,77 | 42,29

aléatoire Temps o || 0,17 | 1,69 | 2,02 | 17,73
Degré max Temps p || 0,66 | 5,19 | 4,91 | 42,09
parmi deg. nuls | Temps o || 0,17 | 1,42 | 243 | 19,05
Degré max Temps p || 0,55 | 4,98 | 4,68 | 38,82
Temps o || 0,16 | 1,84 | 2,41 | 16,18

TAB. 4.1 — Résultats d’exécution en déterminant 1’ordre des comparaisons selon trois

méthodes.

La prochaine analyse consiste a vérifier la pertinence des améliorations ap-
portées a la méthode générale de détermination des relations entre la probabilité
de Sp+1 et celle de chacun des m événements (voir section 3.5.2). Le tableau 4.2
présente donc, pour chacune des 4 tailles différentes de problemes et chaque méthode,
la moyenne et 1’écart-type du temps cpu et du nombre de comparaisons nécessaires
a la détermination des relations pour les problemes, parmi les 10 générés, qui sont
cohérents. Notons que seules les comparaisons nécessitant la résolution d’un pro-
gramme linéaire (voir section 3.5.2) sont comptabilisées. En observant ce tableau, on
constate que les améliorations permettent de réduire sensiblement le nombre de com-

paraisons effectuées et ce faisant, les temps de calculs. En effet, la méthode améliorée
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diminue le temps moyen de calculs pour déterminer les relations ainsi que le nombre

moyen de comparaisons d’environ 40%.

n 25 25 50 50

Problémes m 25 50 50 100
Temps p 0,93 | 8,11 | 6,46 | 69,07

Méthode Temps o 0,26 | 247 | 2,74 | 29,00

générale | Nb. comp. u || 48,67 | 99,14 | 99,78 | 198,57
Nb. comp. o 2,60 | 0,69 | 0,44 2,15

Temps 0,55 | 4,98 | 4,68 | 38,82
Méthode Temps o 0,16 1,84 | 2,41 16,18
améliorée | Nb. comp. p || 29,56 | 61,71 | 62,67 | 112,71
Nb. comp. o 5,06 | 8,94 | 5,24 7,72

TAB. 4.2 — Méthode générale vs. méthode améliorée pour la détermination des rela-

tions.

Les trois prochains tableaux permettent de vérifier 'impact d’une augmen-
tation du nombre n de variables, du nombre m d’événements et du nombre r de
relations sur le temps de calculs et le nombre d’appels des différentes phases de
I’algorithme de résolution de QPSAT. Chacun de ces 3 tableaux est séparé en 4 sec-
tions. Les trois premieres sections présentent les statistiques sur le temps total passé
dans chaque phase de résolution ainsi que le temps et le nombre d’appels des algo-
rithmes heuristique et exact. Dans la premiére section, on affiche les résultats pour
le test de la cohérence. Les statistiques (moyenne et écart-type) sont alors calculées
sur les 10 problemes générés. Les deux autres sections présentent les statistiques,
pour le calcul des bornes et la détermination des relations, calculées sur 1’ensemble
des probléemes cohérents. Finalement, la derniére section est divisée en deux sous-
sections. La premiere présente la moyenne et 1’écart-type du temps total de calculs
pour les problemes incohérents. Evidemment, le temps de calculs comprend alors
uniquement le temps passé a vérifier si le probleme est cohérent. La seconde sous-
section nous donne la fréquence (en %) du nombre de problémes cohérents sur les
10 problemes testés ainsi que la moyenne et 1’écart-type du temps total de calculs
pour les problemes cohérents. De plus, les tableaux 4.3 et 4.4 présentent les résultats
d’expériences de calculs lorsqu’on fait varier n et m pour des problémes sans ou avec
inégalités strictes. Finalement, le tableau 4.5 est consacré a une analyse du compor-

tement des algorithmes implantés lorsque r varie ( n et m sont constants et fixés a
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50). La suite de ce chapitre est consacrée a une breve analyse de I'information la plus

pertinente pouvant étre extraite de ces tableaux.

Tout d’abord, en analysant les tableaux 4.3 et 4.4, on remarque que les statis-
tiques sur le temps cpu et le nombre d’appels pour toutes les étapes de résolution
d’un probleme sont plus faibles pour les problémes ne contenant pas d’inégalité stric-
te. Ce résultat était prévisible puisque la présence d’inégalités strictes rend plus
difficiles le test de la cohérence, le calcul des bornes ainsi que la détermination
des relations étant donné la présence de la variable ¢. Cependant, I’écart entre les
deux types de problemes est beaucoup moins grand pour le test de la cohérence des
problémes incohérents que pour les autres phases de l'algorithme de résolution. Par
ailleurs, ’écart est généralement plus grand pour les étapes du calcul des bornes et
de la détermination des relations que pour le test de la cohérence. Ceci est di a la
présence de la variable ¢ qui oblige la résolution de plusieurs analyses paramétriques
(résolution de plusieurs programmes linéaires & l'optimalité). De plus, lorsque la
taille du probleme augmente, I’écart en proportion entre les temps de résolution des
problémes sans et avec inégalités strictes s’accentue. Par ailleurs, on constate que
la fréquence de cohérence des QPSAT sans inégalité stricte est inférieure ou égale
a celle des problemes avec inégalités strictes pour chacune des différentes tailles de
problémes. Cette constatation était aussi a prévoir car une relation d’inégalité stricte

est une contrainte plus difficile a respecter qu’une relation non stricte.

En ce qui a trait a la vérification de la cohérence, on constate tout d’abord que
les problemes incohérents sont généralement plus longs a résoudre que les problemes
cohérents. En effet, on voit dans les tableaux que la moyenne des temps de calculs de
cohérence pour I’ensemble des problémes (premiére ligne du tableau) est généralement
moins élevée que celle pour les problémes incohérents (lorsqu’il y a des problémes
incohérents). Ce résultat est attribuable au fait qu'’il est habituellement plus difficile
de prouver qu’un probléme n’admet pas de solution que d’en trouver une s’il en
admet. En ce qui concerne la fréquence de cohérence, on réalise en observant les
tableaux 4.3 et 4.4 qu’elle diminue normalement lorsqu’on augmente le nombre m
d’événements tout en gardant le nombre n de variables constant. Ce résultat peut
s’expliquer par le fait que plus m est grand pour un n constant, alors plus il peut y

avoir de relations dues a des inclusions et ainsi créer de 1’'incohérence si on ajoute les
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r relations. Par ailleurs, en examinant le tableau 4.5, on réalise, comme on pouvait
I'imaginer, que la fréquence de cohérence diminue lorsque le nombre 7 de relations

augmente dans le cas ou n et m sont constants.

L’analyse des tableaux nous permet également de tirer des conclusions sur
la pertinence d’utiliser 1’algorithme de recherche avec tabous pour la résolution du
probléme auxiliaire. En fait, cet algorithme semble permettre de réduire sensiblement
les temps de calculs par rapport a la résolution de maniere exacte du probleme
auxiliaire a chaque étape. En effet, cet algorithme est appelé souvent et son temps
moyen pour chaque appel est beaucoup plus faible (temps moyen de ’algorithme
divisé par le nombre moyen d’appels). Ainsi, si on utilisait I’algorithme exact a chaque
fois, le temps de calculs s’accroitrait. Cependant, on remarque que, contrairement
aux étapes du test de la cohérence et du calcul des bornes, la détermination des
relations exige une utilisation plus importante de 1’algorithme exact. En examinant
les tableaux 4.3 et 4.4, on constate en effet que le temps passé dans l'algorithme
exact pour l’étape de détermination des relations n’est pas toujours inférieur au
temps passé dans la méthode heuristique taboue. Il est, en fait, supérieur lorsque
m est grand par rapport a n. Ceci peut s’expliquer par le fait qu'’il faut résoudre
beaucoup de comparaisons et ainsi résoudre beaucoup de programmes linéaires a
I'optimalité. Ce qui exige la résolution de maniére exacte du probléeme auxiliaire afin
de prouver l'optimalité d’une solution. Ce résultat est d’autant plus vrai pour les
problemes contenant des inégalités strictes puisqu’il faut effectuer plusieurs analyses

paramétriques et ainsi vérifier I'optimalité de plusieurs programmes linéaires.

Analysons maintenant I'impact de la modification des parametres n, m et r
sur les résultats. On constate, en examinant les tableaux 4.3 et 4.4, que lorsqu’on
double le nombre n de variables pour une valeur de m constante, les temps moyens
de calculs vont bien souvent moins que doubler. A I'inverse, les temps moyens de cal-
culs vont habituellement plus que doubler si on double le nombre d’événements pour
un nombre constant de variables. Par conséquent, les temps de résolution sont tres
sensibles au nombre m d’événements et beaucoup moins au nombre n de variables.
Ce résultat était prévisible puisque, tel que mentionné dans Chvétal [14], le nombre
d’itérations de 1’algorithme du simplexe est tres sensible au nombre de contraintes

et beaucoup moins au nombre de variables. Ce résultat est également attribuable
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au fait que la matrice B de l’algorithme révisé du simplexe est plus volumineuse
et donc plus difficile & inverser. De plus, en ce qui concerne la détermination des
relations, le nombre de comparaisons a effectuer et ce faisant les temps de calculs,
dépendent énormément du nombre d’événements. Voila pourquoi 'augmentation du
temps moyen de détermination des relations est généralement plus importante que
celle des autres phases (cohérence et calcul des bornes). Enfin, lorsque r double, le
temps de calculs pour la cohérence augmente généralement de plus que du double et
le temps de détermination des relations de moins que du double. Le premier résultat
s’explique par le fait que, tel que mentionné ci-dessus, une augmentation du nombre
de contraintes implique une augmentation du nombre d’itérations de l'algorithme
du simplexe ainsi qu’une plus grande difficulté lors de l’'inversion de la matrice
B. Le second résultat s’explique par le fait que ’augmentation du nombre de re-
lations peut diminuer le nombre de comparaisons a effectuer car on se retrouve avec
un graphe d’implication contenant plus d’arcs et donc plus de relations indirectes
entre les événements. Ainsi, cela peut compenser pour ’augmentation du nombre de

contraintes.

En conclusion, bien que la méthode améliorée diminue significativement les
temps de calculs, la détermination des relations demeure ’étape cruciale dans la
résolution d'un QPSAT. En effet, plus m augmente et plus le temps pour effectuer
cette opération est grand. Cela est d’autant plus vrai pour les problemes contenant
des inégalités strictes car on doit alors effectuer plusieurs analyses paramétriques

exigeant la résolution d’un tres grand nombre de modeles linéaires.
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n 25 25 25 50 50 50 100 100 100

Problemes m 25 50| 100 50| 100 150 100 150 200
Total |Temps p|| 0,02| 0,04] 0,22 0,04 0,19 0,32| 0,21 0,62 0,85

Temps o|| 0,01 0,03 0,23 0,01 0,13 0,23| 0,14 0,56 0,53

Temps u|| 0,01 0,01 0,05/ 0,02 0,07 0,08/ 0,10 0,21 0,25

Cohé- |Heur. |Temps of 0,01/ 0,01 0,03 0,01 0,02 0,07| 0,06 0,15 0,12
rence |Tabou| App. u 8,20/ 14,60 35,90| 10,30 30,20 35,70 30,30| 56,80| 59,40
App. o 3,97 10,31| 24,33| 3,20 17,25 24,48| 15,56/ 40,19| 29,50

Temps u|| 0,00 0,00 0,03 0,00/ 0,02 0,00| 0,00 0,03 0,00

Alg. |Temps o|| 0,00/ 0,00| 0,09 0,00 0,04 0,00| 0,00 0,07 0,00

Exact| App. u 0,30/ 0,10, 0,90| 0,20| 1,20 0,40/ 0,70 2,90 0,40

App. o 0,67 0,32 2,18| 0,42| 2,39 0,70| 0,95 6,21 0,70

Total |Temps p|| 0,02 0,17 0,20 0,07| 0,16 0,79| 0,48 0,62 0,93

Temps o|| 0,01 0,27 0,09/ 0,04 0,08 0,78/ 0,43 0,34 0,48

Temps p|| 0,01 0,04 0,07 0,03] 0,04 0,17 0,15 0,17 0,18

Bornes | Heur. | Temps || 0,01 0,05 0,03| 0,02 0,03 0,12| 0,14 0,10 0,09
Tabou| App. ¢ || 10,10 31,44| 31,71| 19,60/ 22,71| 60,40 56,70| 47,50 47,33

App. o 2,88| 23,47| 12,38 12,40 11,01| 51,43| 40,89 23,81| 24,98

Temps p|| 0,00 0,06/ 0,02| 0,01 0,00 0,00| 0,02 0,01 0,01

Alg. |Temps o| 0,00/ 0,17| 0,02| 0,01] 0,01 0,01| 0,02 0,01 0,01

Exact| App. u 3,20/ 6,33| 2,86| 5,10| 2,57 2,80/ 6,50 3,88 3,00

App. o 1,87 8,87 1,86 3,84| 0,79 1,10 3,89 1,46 1,32

Total | Temps w|| 0,30 3,01 10,76/ 2,00| 13,09| 76,49 21,29/ 60,93| 246,93

Temps o|| 0,08 4,96 4,80 0,52 2,70/ 36,49| 6,19 9,36/ 110,52

Temps p|| 0,07 0,24 0,86 0,36] 1,21 3,56| 2,36 3,80 7,22

Rela- | Heur. |Temps | 0,03| 0,07 0,37 0,09/ 0,24 0,82| 0,54 0,63 1,79
tions |Tabou| App. u |105,40(228,78|535,29|302,00({666,29|1441,60(873,90({1141,62|1850,00
App. o || 19,04| 44,07|172,28| 76,12|115,85| 331,09|153,16| 191,81| 454,11

Temps u|| 0,08 1,78 2,38 0,26] 0,98 8,86| 0,77 0,91 18,69

Alg. |Temps 0| 0,04| 4,54 1,79| 0,10 1,05/ 14,68 0,43 0,15| 49,89

Exact| App. u || 44,60| 89,22|156,29|125,80(176,71| 251,00|271,10| 268,00 344,22

App. o 7,09 35,82| 62,13| 32,08 28,72| 43,97| 86,91| 24,91| 82,96

Incoh.|Temps p|| 0,00 0,04 0,75 0,00 0,61 1,21| 0,00 2,49 4,18

Algo. Temps o|| 0,00 0,00 0,31| 0,00/ 0,18 0,31| 0,00 0,69 0,00
au Fréq. {/100,00( 90,00| 70,00{100,00( 70,00 50,00/100,00| 80,00| 90,00
complet| Coh. |Temps pf| 0,35 3,27| 11,37| 2,15| 13,65| 78,57| 22,26| 62,86 250,76
Temps o|| 0,09 5,26| 4,80 0,56| 2,77| 37,21| 6,47 9,32 110,56

TAB. 4.3 — Résultats d’exécution sur des

QPSAT sans inégalité stricte en faisant

varier le nombre de variables et le nombre d’événements.
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n 25 25 25 50 50 50 100 100 100

Problémes m 25 50| 100 50 100 150 100 150 200
Total |Temps u|| 0,03 0,09 0,39] 0,09 0,32 0,74 0,60 1,26 2,17

Temps || 0,02| 0,05 0,30/ 0,06/ 0,12 0,76 0,38 0,99 1,47

Temps p|| 0,01 0,03 0,09 0,03 0,10 0,19 0,23 0,40 0,49

Cohé- | Heur. |[Temps o|| 0,01 0,01| 0,04] 0,02 0,04 0,19 0,16 0,29 0,26
rence |Tabou| App. p || 14,80| 27,60 54,00/ 25,60/ 51,10 67,90, 79,40/ 107,90 118,30
App. o 5,69| 11,95| 24,77| 14,03| 17,14 58,07 43,85 77,38 63,44

Temps p|| 0,01 0,01 0,09 0,01 0,01 0,03 0,03 0,03 0,01

Alg. |Temps o| 0,01 0,01| 0,19 0,01] 0,01 0,04 0,03 0,04 0,02

Exact| App. u 2,20 2,30 2,60| 3,40 2,10 2,40 7,90 4,70 1,90

App. o 1,99 1,34| 1,84 2,37| 1,37 3,57 10,91 5,01 1,10

Total | Temps uf| 0,03 0,33 0,63] 0,18 0,61 2,21 0,89 1,63 3,31

Temps o|| 0,01 0,42 0,49| 0,14 0,53 2,62 0,58 0,60 2,06

Temps p|| 0,01 0,04 0,10 0,05/ 0,10 0,18 0,22 0,23 0,40

Bornes | Heur. |Temps || 0,01| 0,02| 0,06/ 0,03| 0,06 0,14 0,19 0,12 0,22
Tabou| App. u || 13,44| 46,71| 53,80| 34,33| 59,14| 91,60 73,12| 81,43| 99,00

App. o 4,19| 20,67 22,88| 18,53| 49,17| 82,11 50,85| 27,34| 57,28

Temps p|| 0,01 0,15 0,20{ 0,03| 0,05 0,28 0,05 0,07 0,10

Alg. |Temps o| 0,01| 0,34| 0,35 0,04| 0,06 0,48 0,04 0,05 0,12

Exact| App. u 6,22 23,57| 16,80| 13,11| 22,00| 33,20 23,50/ 23,29 16,56

App. o 1,92| 19,29 11,86 12,57| 25,90| 52,03| 20,08 13,40| 15,32

Total |Temps || 0,56 5,02| 41,07| 4,65 39,90| 237,10 66,90| 189,76| 935,13

Temps || 0,12| 1,69 32,73| 2,01| 17,40| 164,17| 27,48 55,32| 762,42

Temps u|| 0,08 0,42 1,37| 0,52 1,53 4,22 3,19 5,17 9,38

Rela- | Heur. |Temps o| 0,03| 0,10 0,65 0,18 0,34 0,94 0,84 1,04 2,56
tions |Tabou| App. u |152,22|444,71|886,80|420,00{903,71(1912,60/1252,12|1556,71|2464,89
App. o || 24,91| 86,14|396,72|108,29(185,42| 446,20 299,64| 257,58 652,29

Temps p|| 0,14| 0,98 10,20| 0,45 2,45 30,80 1,45 1,77 74,24

Alg. |Temps o| 0,08 0,95| 12,96| 0,22 3,43| 51,54 0,76 0,33| 162,55

Exact| App. p || 83,67(260,71/414,00(220,00(356,43| 558,60 499,38| 499,86| 687,78

App. o || 12,81| 71,70|279,67| 57,68| 87,88| 202,96| 179,23| 35,91| 215,63

Incoh.|Temps u|| 0,02/ 0,08 0,72| 0,10/ 0,61 1,24 0,50 2,63 5,16

Algo. Temps || 0,00 0,03 0,40/ 0,00/ 0,15 0,40 0,02 1,76 0,00
au Fréq. 90,00| 70,00 50,00 90,00| 70,00| 50,00{ 80,00/ 70,00/ 90,00
complet| Coh. |Temps || 0,65 5,49| 42,32| 4,97| 41,10| 241,40| 68,77 193,38 942,70
Temps o|| 0,13| 2,07 33,34 2,15| 17,83| 167,47| 27,88| 55,95 765,67

TAB. 4.4 — Résultats d’exécution sur des QPSAT avec inégalités strictes en faisant

varier le nombre de variables et le nombre d’événements.



Problemes r | 1] 25| 50] 100] 200]
Total | Temps p 0,05 0,09 0,13 | 047 4,21
Temps o 0,02 0,06 0,10 | 0,82 7,95
Temps 0,02 0,03 0,04 | 0,09 0,14
Cohé- Heur. | Temps o 0,01 0,02 0,03 | 0,13 0,23
rence Tabou | App. 17,30 | 25,60 | 30,80 | 54,60 | 88,30
App. o 5,08 | 14,03 | 22,06 | 82,44 | 142,84
Temps 0,00 0,01 0,01 | 0,12 3,52
Alg. | Temps o 0,00 0,01 0,01 | 0,36 7,01
Exact | App. u 3,00 3,40 1,70 | 5,10 12,60
App. o 1,89 2,37 1,64 | 12,71 | 22,24
Total | Temps 0,07 0,18 0,37 | 0,00 0,00
Temps o 0,03 0,14 0,21 | 0,00 0,00
Temps u 0,03 0,05 0,07 | 0,00 0,00
Bornes | Heur. | Temps o 0,02 0,03 0,05 0,00 0,00
Tabou | App. 22,80 | 34,33 | 54,00 | 0,00 0,00
App. o 10,74 | 18,53 | 28,35 | 0,00 0,00
Temps u 0,01 0,03 0,07 | 0,00 0,00
Alg. | Temps o 0,01 0,04 0,07 | 0,00 0,00
Exact | App. u 9,30 | 13,11 | 18,33 | 0,00 0,00
App. o 591 | 12,57 | 12,50 | 0,00 0,00
Total | Temps 2,94 4,65 5,13 | 0,00 0,00
Temps o 0,89 2,01 2,17 | 0,00 0,00
Temps 0,46 0,52 0,54 | 0,00 0,00
Rela- Heur. | Temps o 0,12 0,18 0,13 0,00 0,00
tions Tabou | App. 430,90 | 420,00 | 364,00 | 0,00 0,00
App. o 60,63 | 108,29 | 102,09 | 0,00 0,00
Temps 0,36 0,45 0,54 | 0,00 0,00
Alg. | Temps o 0,06 0,22 0,35 | 0,00 0,00
Exact | App. p || 249,60 | 220,00 | 141,67 | 0,00 0,00
App. o 40,62 | 57,68 | 56,77 | 0,00 0,00
Incoh. | Temps p 0,00 0,10 0,14 | 0,51 4,25
Algo. Temps o 0,00 0,00 0,08 | 0,82 7,94
au Fréq. 100,00 | 90,00 | 30,00 | 0,00 0,00
complet | Coh. | Temps u 3,11 4,97 5,78 | 0,00 0,00
Temps o 0,93 2,15 2,48 | 0,00 0,00
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TAB. 4.5 — Résultats d’exécution sur des QPSAT avec inégalités strictes en faisant

varier le nombre de relations.



CHAPITRE 5

CONCLUSION

Dans ce travail de recherche, nous avons étudié une extension du probléme de la
satisfiabilité probabiliste incorporant des probabilités qualitatives. Le cadre général du
probleme consistait a considérer un ensemble d’événements et leur probabilité d’étre
vrai. La probabilité de chaque événement était soit totalement inconnue ou comprise a
I'intérieur d’un intervalle fourni par un expert. On considérait également un ensemble
de relations d’inégalité stricte ou non stricte entre les probabilités de certaines paires
d’événements (probabilités qualitatives). L’incorporation de probabilités qualitatives
peut s’avérer fort pratique pour le traitement de problemes réels. En effet, dans
certains cas, l'expert peut ne pas étre en mesure de donner une estimation de la
probabilité de certains événements mais peut tout de méme nous transmettre une
série de jugements du type ”A est plus probable que B” ou ”A est au moins aussi

probable que B”.

Le premier probleme que ’on a alors résolu, le probleme de la cohérence des
jugements de probabilité, consistait a vérifier si les jugements de probabilité étaient
cohérents. Dans le cas ol les jugements étaient cohérents, on était alors intéressé a
analyser la probabilité d’étre vrai d’un événement supplémentaire. On voulait alors
trouver les bornes inférieure et supérieure les meilleures possibles sur cette proba-
bilité. On était également intéressé a déterminer les relations qui existent entre la
probabilité du nouvel événement et celle de chacun des autres événements. Ces deux
dernieres interrogations conduisaient au deuxieme probléme étudié dans ce projet de

recherche, soit le probleme de [’extension.
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Dans ce projet de recherche, on a donc développé des méthodes algorithmiques
pour résoudre efficacement ces deux problemes. Les méthodes utilisées étaient basées
essentiellement sur la technique de génération de colonnes jointe & la programma-
tion non-linéaire en variables 0—1 ainsi que 1’analyse paramétrique de la program-
mation linéaire. Les résultats numériques ont démontré qu’il était possible d’utiliser
ces méthodes pour résoudre des problemes d’assez grande taille en des temps rai-
sonnables. En effet, nous avons réussi a résoudre des problemes contenant jusqu’a
100 variables, 200 événements et 100 relations en des temps moyens de calculs d’en-
viron 16 minutes. Notons que dans ce cas, environ 5 secondes en moyenne étaient
nécessaires a la résolution du probléme de la cohérence des jugements de probabilité
et du calcul des bornes. Le temps restant était utilisé a trouver les relations entre la
probabilité de I’événement supplémentaire et celle de chacun des autres événements.
Il s’agit donc de 1'étape la plus cruciale dans la résolution d’un probléme de la sa-
tisfiabilité probabiliste qualitative. Pour ’avenir, il serait donc intéressant de voir si
des améliorations peuvent étre apportées a la méthode utilisée pour déterminer les

relations dans le but de réduire les temps de calculs.

Finalement, pour le traitement de problemes réels, il serait intéressant de pou-
voir incorporer des probabilités conditionnelles dans la définition du probleme. Ainsi,
on pourrait tenir compte d’événements pour lesquels, les experts sont en mesure
d’estimer la probabilité ou de la comparer a celle d’'un autre événement uniquement
dans le cas ou une condition est satisfaite. Nous avons montré que la formulation
mathématique d'un probléme de la satisfiabilité probabiliste qualitative avec probabi-
lités conditionnelles donne généralement des programmes complexes contenant des
termes quadratiques. Bien que le nombre de termes quadratiques soit bien souvent
assez petit, la résolution de ce type de probleme s’avere étre une tache difficile. Je
vais donc, dans le cadre de mon projet de doctorat, tenter d’élaborer une méthode

efficace pour résoudre ce type de probléemes.
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