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DÉDICACE
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SOMMAIRE

Le présent travail consiste à élaborer des versions du théorème de limite centrale pour

les martingales. Nous avons en premier lieu introduit les notions de convergence stable
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pour le cas des martingales à carré intégrable et continues et finalement on a déduit une

version stable.
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2 G- STABILITÉ ET G-MÉLANGE DANS UN ESPACE POLONAIS 33
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INTRODUCTION

Le concept de stabilité a été introduit par Rényi (1963). Cette notion de convergence qui

est une convergence intermédière entre la convergence en loi et la convergence en prob-

abilité intervient dans plusieurs domaines, tel que les équations differentielles stochas-

tiques (Jacod et Mémin [26]), les processus de Markov (Baxter et Chacon [4]) et dans

les théorèmes limites de martingales. La théorie de la convergence stable fournit une

approche élégante et particulière à la théorie de la limite centrale pour les martingales.

Dans cette thèse nous allons voir la théorie de la convergence stable en détail. Nous

mentionnons entre autres les résultats de Rényi [41], Mogyorody [33] et Aldous et Ea-

gleson [3]. Ces résultats seront énoncés dans le premier chapitre dans le cas de IRd puis

généralisés dans le cas d’un espace polonais dans le deuxième chapitre .

De nombreux mathématiciens se sont intéressés aux théorèmes de limite centrale pour les

martingales. Parmi eux Brown [5], McLeish [32], Hall et Heyde [22], Rebolledo [39],

Feigin [18] et bien d’autres.

Hall et Heyde [22] ont montré des théorèmes de limite centrale stable pour les mar-

tingales dans le cas discret. Dans le troisième chapitre le travail que nous avons effectué

se situe dans le même cadre que les résultats de Hall et Heyde [22] mais dans le cas des

martingales continues. Les approches que nous avons suivies sont différentes de celles

suivies par les autres. Nous avons montré une version stable du théorème de limite cen-

trale pour les martingales à carré intégrable et continues.
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Enfin, dans le quatrième chapitre nous présentons quelques exemples d’applications du

théorème de limite centrale que nous avons montré dans le troisième chapitre .
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CHAPITRE 1

G-STABILITÉ ET G-MÉLANGE

DANS IRd

Dans ce chapitre on introduit les notions de stabilité et de mélange dans IRd qui sont

dûes à Rényi [41]. Aussi on verra la relation entre ces modes de convergence avec les

autres modes de convergence connus.

On renvoie à l’appendice pour les notations de base.

1.1 La G-stabilité d’événements

Définition 1.1.1 (Rényi [40] ) Soit {An}n≥1 une suite d’événements définis sur (Ω,F , P )

et G une sous-tribu de F . On dit que la suite {An}n≥1 est G-stable si pour tout B ∈ G

lim
n−→∞

P (An ∩B) = Q(B)

existe .

Si G = F on dira tout simplement que la suite {An}n≥1 est stable.

Il est clair que la stabilité entrâıne la G-stabilité pour tout G.

Théorème 1.1.2 (Rényi [41] ) Soit {An}n≥1 une suite d’événements telle que

lim
n−→∞

P (An ∩ Ak) = λk

existe pour tout k ≥ 1. Alors la suite {An}n≥1 est stable.
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Démonstration: Soit αn = IIAn . On a par hypothèse que

lim
n−→∞

E[αnαk] = λk.

Notons par L2
? le plus petit sous-espace linéaire de L2 qui contient tous les αk (k =

0, 1, . . .). Montrons que lim
n−→∞

E[αnξ] existe pour tout ξ ∈ L2
?. Soit ξ0 =

N∑
k=0

ckαk avec

c0, . . . , cN des constantes. Alors

lim
n−→∞

E[αnξ0] =
N∑

k=0

ckλk.

D’autre part ∀ξ1 ∈ L2
?, ξ1 peut être approximée par ξ0 par rapport à la norme de L2 tel

que

E[(ξ1 − ξ0)
2] < ε2

=⇒
|E[ξ1αn]− E[ξ0αn]| < ε

=⇒

lim sup
n→∞

E[ξ1αn] ≤
N∑

k=0

ckλk + ε

et

lim inf
n→∞

E[ξ1αn] ≥
N∑

k=0

ckλk − ε

donc ∣∣∣∣lim sup
n→∞

E[ξ1αn]− lim inf
n→∞

E[ξ1αn]

∣∣∣∣ ≤ ε,

ce qui implique que la limite de E[αnξ1] existe pour tout ξ1 ∈ L2
?. Prenons maintenant

ξ ∈ L2, ξ peut s’écrire sous la forme

ξ = ξ1 + ξ2

où ξ1 ∈ L2
? et ξ2 est orthogonale à tout éléments de L2

?. On a donc

E[ξ2αn] = 0, pour tout n = 0, 1, . . .
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Alors

E[αnξ] = E[αnξ1].

Comme on a déjà montré que limn−→∞E[αnξ1] existe pour tout ξ1 ∈ L2
? alors la limite

existe pour tout ξ ∈ L2. Soit β = IIB pour tout B ∈ F , on a

lim
n−→∞

P (An ∩B) = lim
n−→∞

E(αnβ)

qui existe d’après ce qui précède. Q.E.D.

Corollaire 1.1.3 Soit {An}n≥1 une suite d’événements. Alors la suite est stable si et

seulement si

lim
n−→∞

P (An ∩ Ak) = λk

existe pour tout k ≥ 1.

Démonstration: La suffisance est prouvée d’après le théorème 1.1.2. La nécessité vient

de la définition de la convergence stable. Q.E.D.

Lemme 1.1.4 Soit {An}n≥1 une suite d’événements. Soit A un π-système tel que Ω ∈
A, et pour tout B ∈ A, P (An ∩B) converge. Alors la suite {An}n≥1 est σ{A}-stable.

Démonstration: Soit H = {B ∈ σ{A}; P (An ∩ B) converge }. Montrons que H est

un λ-système. Il est clair que Ω ∈ H. D’autre part si B ∈ H alors

P (An ∩Bc) = P (An)− P (An ∩B)

converge et donc Bc ∈ H. Par conséquent, si A ⊂ B, A,B ∈ H, alors B \ A ∈ H. Enfin

si B1, B2, . . . ∈ H et Bn ↑, alors B ∈ H, car P (An ∩ B) converge puisque c’est une suite

de Cauchy. En effet, pour ε > 0 fixé, on peut trouver k tel que P (B \ Bk) < ε/3. On

peut donc trouver n0 tel que pour tout m,n ≥ n0, on a

|P (An ∩B)− P (Am ∩B)| ≤ 2P (B \Bk) + |P (An ∩Bk)− P (Am ∩Bk)| < ε.

5



Donc on a montré que H est un λ-système qui contient un π-système A, et d’après le

théorème A.2.11, H contient la sigma-algèbre engendrée par A. Q.E.D.

Exemple 1.1.5 (Rényi [40]) Soit α(x) une fonction continue sur l’intervalle [0, 1]

à valeurs dans [0, 1]. On définit An =
n−1⋃
k=0

]
k

n
,
k + α(k/n)

n

]
. Alors An est une suite

d’événements stable pour la mesure de Lebesgue P . En effet, si I est un intervalle de la

forme I = (c, d], alors

P (An ∩ I) =
∑

c< k
n

<d

α(k/n)
1

n
+O(1/n) −−→

n→∞

∫ d

c

α(x)dx.

Par conséquent,

lim
n→∞

P (An ∩ Ak) =
k−1∑
j=0

∫ j+α(j/k)
k

j
k

α(x)dx,

pour tout k ≥ 1. Donc d’après le théorème 1.1.2, la suite An est stable.

Théorème 1.1.6 (Rényi [41]) Toute suite d’événements {An}n≥1 contient une sous-

suite stable.

Démonstration: Soit αn = IIAn ∈ L2(Ω). Comme αn est bornée dans L2(Ω) alors

d’après le théorème (A.6.6) il existe une sous-suite {nk} tel que αnk
converge faiblement

dans L2(Ω) vers α. Et donc pour tout Y ∈ L2(Ω)

E[αnk
Y ] −−→

k→∞
E[αY ].

En particulier, si on prend Y = IIB, où B est un ensemble F -mesurable, alors on aura

E[IIAnk
IIB] = P (Ank

∩B) −−→
k→∞

E[αIIB]

d’où la stabilité de la suite {Ank
}. Q.E.D.
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1.2 Suites G-stables de variables aléatoires dans IRd

Définition 1.2.1 Soit X,X1, . . . des variables aléatoires définies sur (Ω,F , P ) à valeurs

dans IRd. On dit que la suite {Xn}n≥1 converge en loi vers X s’il existe un sous-ensemble

D ⊂ IRd dense dans IRd tel que pour tout x ∈ D, Fn(x) = P (Xn ≤ x) converge vers

F (x) = P (X ≤ x).

Définition 1.2.2 (Rényi [41]) Soit {Xn}n≥1 une suite de variables aléatoires à valeurs

dans IRd, définie sur un espace de probabilité commun (Ω,F , P ), qui converge en loi vers

une variable aléatoire X et soit G une sous-tribu de F . On dit que la suite {Xn}n≥1 est

G-stable (stable si G = F) s’il existe un sous-ensemble D ⊂ IRd dense dans IRd telle que

pour tout x ∈ D et pour tout ensemble G-mesurable B , la limite

lim
n−→∞

P ({Xn ≤ x} ∩B) (1)

existe.

Remarque 1.2.3 La définition de la G-stabilité est cohérente avec celle donnée précéde-

mment car la suite d’événements {An}n≥1 est G-stable si et seulement si la suite {IIAn}n≥1

est G-stable. En effet, si la suite d’événements {An}n≥1 est G-stable, alors P (An) converge

vers p ∈ (0, 1) et la suite {IIAn}n≥1 converge en loi. De plus pour tout 0 ≤ x < 1, et

pour tout B ∈ G, P ({IIAn ≤ x} ∩ B) = P (B) − P (An ∩ B) qui converge par hypothèse.

Comme P ({IIAn ≤ x} ∩ B) converge vers 0 si x < 0 et converge vers P (B) si x ≥ 1, la

suite {IIAn}n≥1 est G-stable. D’un autre côté, si {IIAn}n≥1 est G-stable, alors {IIAn}n≥1

converge en loi, ce qui implique que P (An) converge. De plus pour tout x ∈ (0, 1) ∩ D,

P (An ∩ B) = P (B) − P ({IIAn ≤ x} ∩ B) qui converge par hypothèse. Donc la suite

{An}n≥1 est G-stable.

Une autre définition qui lui est équivalente est la suivante:

la suite {Xn}n≥1 est G-stable s’il existe un sous-ensemble D ⊂ IRd dense dans IRd telle

que pour tout x ∈ D la suite d’événements {Xn ≤ x} est G-stable et Xn converge en loi

vers une variable aléatoire X.

Remarque 1.2.4 Voici quelques exemples montrant l’importance des hypothèses pour

G-stabilité.
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1. On peut avoir une suite qui ne converge pas en loi mais dont la suite des probabilités

conditionnelles converge. Par exemple, si on prend la suite Xn = n qui ne converge

pas faiblement, on a ∀q ∈ IR P ({Xn ≤ q} ∩B) = 0 si n > q. On ne peut donc pas

enlever la condition de convergence en loi dans la définition 1, sans la remplacer

par une autre condition (minimalement la tension).

2. Soit X et X ′ deux variables aléatoires, indépendantes, identiquement distribuées et

non dégénérées, c’est-à-dire qu’il existe au moins un x ∈ IRd tel que 0 < P (X ≤
x) < 1. Soit

Zn =

{
X si n impair

X ′ si n pair.

On voit bien que Zn converge en loi vers la loi de X mais la suite n’est pas stable.

En effet, en choisissant B = {X ≤ x}, on obtient

lim
n−→∞

P (Zn ≤ x,X ≤ x) =



P (X ≤ x,X ≤ x) = P (X ≤ x),

si n est impair

P (X ′ ≤ x,X ≤ x) = P (X ′ ≤ x)P (X ≤ x),

si n est pair

ce qui implique

P (X ≤ x) = P (X ′ ≤ x)P (X ≤ x)

d’où

P (X ≤ x) = 0 ou P (X ′ ≤ x) = 1 ce qui est absurde car alors X et X ′ sont

dégénéré.

3. Si Xn converge en probabilité vers X, dénoté par Xn
P−→ X, alors la suite Xn est

stable.

Soit C =
⊗d

j=1Cj, où Cj est l’ensemble des points de continuité de la fonction de

répartition de X(j). Alors C est dense dans IRd. Posons A∆B = (A\B)∪ (B \A).
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Comme

|P ({Xn ≤ y} ∩B)− P ({X ≤ y} ∩B)| ≤ P ({Xn ≤ y}∆{X ≤ y})

≤
d∑

j=1

P
(
{X(j)

n ≤ y(j)}∆{X(j) ≤ y(j)}
)

tend vers 0 pour tout y ∈ C et pour tout B ∈ F , on en déduit que la suite est

stable.

Lemme 1.2.5 L’ensemble D de la définition 1.2.2 peut être remplacé par⋂
B∈G

{x ∈ IRd : FB est continue en x} = {x ∈ IRd : F est continue en x},

où FB(x) = P ({X ≤ x} ∩B) et F est la fonction de répartition de X.

Démonstration: Notons par D1 =
⋂

B∈G{x ∈ IR
d : FB est continue en x} et par D2 =

{x ∈ IRd : F est continue en x}. Soit x ∈ D1 alors on a pour tout B ∈ G, FB est continue

en x, en particulier pour B = Ω on a que FB = F est continue en x. Réciproquement

soit x ∈ D2 donc F est continue en x ce qui implique d’après la remarque A.3.5 que

P (X ∈ ∂A) = 0 où A =] −∞, x]. Et donc pour tout B ∈ G, P ({X ∈ ∂A} ∩ B) = 0.

Posons QB(A) =
P (A ∩B)

P (B)
avec P (B) > 0. Comme

QB(X ∈ ∂A) = 0,

alors d’après la remarque A.3.5 en prenant P = QB on aura que FB est continue en x et

donc x ∈ D1. Q.E.D.

Lemme 1.2.6 L’ensemble D de la définition 1.2.2 peut être choisi dénombrable.

Démonstration: Soit D2 = {x ∈ IRd : P (X ≤ x) est continue en x} qui est un ouvert

de IRd. Il suffit de prendre D3 = D2 ∩Qd. En effet soient ε > 0 et x ∈ IRd fixés. Comme

D2 est dense alors il existe y ∈ D2 tel que |x− y| < ε

2
. OrD2 est un ouvert alors d’après le

théorème A.2.1 il peut être recouvert avec un ensemble dénombrable de boules ouvertes,
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c’est-à-dire D2 ⊂ ∪∞j=1B(xj, rj), donc il existe 1 ≤ i < ∞ tel que y ∈ B(xi, ri) et donc

on peut trouver q ∈ Qd ∩ B(xi, ri) tel que |y − q| < ε

2
ce qui implique que |q − x| < ε.

Q.E.D.

Théorème 1.2.7 Toute suite tendue de variables aléatoires {Xn}n≥1, à valeurs dans IRd

construites sur un espace de probabilité commun (Ω,F , P ), contient une sous-suite stable.

Démonstration: Comme {Xn}n≥1 est tendue alors elle contient une sous-suite (qu’on

notera dorénavant {Xm : m ≥ 1}) telle que {Xm} converge en loi. Soit {xk : k ≥ 1} un

ensemble dénombrable dense dans IRd. Alors d’après le théorème (1.1.6)

A1
m = {Xm ≤ x1} pour m ≥ 1

contient une sous-suite {m1
j : j ≥ 1} tel que la suite {Am1

j
: j ≥ 1} est stable. Considérons

A2
j = {Xm1

j
≤ x2} pour j ≥ 1

par le même argument elle contient une sous-suite {m2
j : j ≥ 1} tel que la suite {Am2

j
:

j ≥ 1} est stable. En répétant le même procédé indéfiniment on obtient une sous-suite

{m1
1,m

2
2,m

3
3, . . .} tel que la suite {Aj

mk
k

: k ≥ 1} est stable ∀j ≥ 1 et donc la suite

{Xmk
k

: k ≥ 1} est stable. Q.E.D.

Définition 1.2.8 Soit {Xn} une suite de variables aléatoires intégrables sur (Ω,F , P )

à valeurs dans IRd. On dit que {Xn} converge faiblement dans L1 vers une variable

aléatoire intégrable X sur (Ω,F , P ) à valeurs dans IRd si pour toute variable aléatoire Y

mesurable et bornée à valeurs dans IR,

E[XnY ] −−→
n−→∞

E[XY ].

On note cette convergence par

Xn −−→
n−→∞

X (faible dans L1).

Si Xn et X sont à valeurs complexe, posons Xn = X1
n + iX2

n et X = X1 + iX2où

X1
n, X

2
n, X

1, X2 ∈ IR. Et alors on dit que {Xn} converge faiblement dans L1 vers X si

X1
n converge faiblement dans L1 vers X1 et X2

n converge faiblement dans L1 vers X2.
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Remarque 1.2.9 La convergence faible dans L1 n’implique pas la convergence G-stable.

Voici un contre-exemple.

Soient (Ω,F , P ) = ([0, 1],B[0,1], µ) où B[0,1] sont les boréliens sur [0, 1], µ est la mesure

de Lebesgue, et G = F . Et soit Xn(t) = sin(2πnt). On a, pour tout variable aléatoire Y

bornée

E[XnY ] =

∫ 1

0

Y (t) sin(2πnt)dµ(t) −−→
n−→∞

0

et donc Xn converge faiblement dans L1 vers 0. Mais Xn ne converge pas en loi vers 0

et donc ne converge pas G-stablement. En effet pour tout f continue bornée on a∫ 1

0

f(sin(2πnt))dt =
1

n

∫ n

0

f(sin(2πu))du =
1

n

n∑
k=1

∫ k

k−1

f(sin(2πu))du

=

∫ 1

0

f(sin(2πu))du.

Donc Xn
L
= sin(2πU) où U est de loi uniforme sur (0, 1).

Le résultat suivant, une sorte de théorème portemanteau pour la convergence stable, est

dû à Aldous et Eagleson [3].

Théorème 1.2.10 (Aldous et Eagleson [3]) Supposons que Yn
d−→ Y , où tous les

Yn sont des variables aléatoires à valeurs dans IRd définie sur le même espace (Ω,F , P )

et G une sous-tribu de F . Alors il y a équivalence entre les conditions suivantes.

(a) La suite {Yn}n≥1 est G-stable.

(b) Pour tout variable aléatoire fixée X, G-mesurable à valeurs dans IR, la suite de

vecteurs {(Yn, X)}n≥1 converge en loi.

(c) Pour tout variable aléatoire réelle fixée X,G-mesurable, on a que la suite aléatoire

de vecteurs (Yn, X) converge G-stablement.

Si de plus G = F alors les énoncés précédents sont équivalents à
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(d) Pour chaque t ∈ IRd fixé, la suite de variables aléatoires à valeurs complexes {eitT Yn}
converge faiblement dans L1(Ω,F , P ).

Démonstration: Montrons que (a) entrâıne (b).

Il suffit de prendre B = {X ≤ x} et on aura

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩B) = lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩ {X ≤ x})

= lim
n−→∞

P ((Yn, X) ≤ (y, x))

qui existe par hypothèse, pour tout choix de x ∈ IR et tout y dans un sous-ensemble D

dense de IRd. Comme D × IR est dense dans IRd × IR, alors on a la convergence de la

paire (Yn, X) car la suite est tendue et la limite limn−→∞ P ((Yn, X) ≤ (y, x)) est donc

une fonction de répartition (on sait qu’il existe une loi possédant ces marges).

(b) entrâıne (a)

Soit B ∈ G, en prenant X = IIB, on a que la suite (Yn, IB) converge en loi, donc il existe

un ensemble D ⊂ IRd+1 dense tel que

∀(y, x) ∈ D, lim
n−→∞

P (Yn ≤ y, IIB ≤ x)

existe. On termine en observant que πIRd ◦D ⊂ IRd est dense dans IRd où πIRd ◦D est la

projection de D sur IRd et en concluant pour tout y ∈ πIRd ◦D

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩B)

existe.

c) =⇒ b) évident.

a) =⇒ c)

Soit D ⊂ IRd dense dans pour lequel il y a convergence stable de Yn et soit IRd l’ensemble

des points de continuité de X. Posons D? = D×IRd ⊂ IRd×IRd et notons que l’inclusion

est dense la encore. Soient B′ = {X ≤ x} et B1 = B ∩ B′ pour un B ∈ G quelconque.

Comme Yn est G-stable, alors pour tout y ∈ D et B1 ∈ G

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩B1)

existe. Donc

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩B ∩B′)

12



existe. Ce qui implique pour tout (y, x) ∈ D? et B ∈ G

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩ {X ≤ x} ∩B)

existe.

Enfin montrons que (b) entrâıne (d), puis que (d) entrâıne (a) lorsque G = F .

Posons P (Yn ≤ x|B) = QB(Yn ≤ x). Si Yn est stable, alors

lim
n−→∞

P (Yn ≤ x|B)

existe pour tout B F -mesurable vérifiant P (B) > 0 et x ∈ D dense. Notons que cette

limite. est une fonction de répartition, ce qui implique

lim
n−→∞

∫
B

eit>YndP = P (B) lim
n−→∞

∫
IRd

eit>yQB(dy)

existe pour tout t ∈ IRd. Et comme de plus la suite {eit>Yn} est bornée alors elle est

faiblement de Cauchy dans L1 ( théorème A.6.5). Or l’espace L1 est faiblement complet

(théorème A.6.4) donc la suite {eit>Yn} converge faiblement dans L1.

Réciproquement posons

lim
n−→∞

∫
B

eit>YndP =

∫
B

φ(t, ω)dP.

Comme Yn
d−→ Y alors la suite {Yn} est tendue et donc de même pour la suite {YnIIB}.

Donc il existe une sous-suite {nk} tel que

lim
nk−→∞

E[eit>Ynk |B] = E[φ(t, ω)|B] =
E[φ(t, ω)IIB]

P (B)
= ψ(t).

Vérifions que ψ(t) est une fonction caractéristique ce qui entrâıne la convergence de la loi

conditionnée en B de Yn. D’abord comme φ(0, ω) = 1 presque partout alors ψ(0) = 1.

Ensuite, comme φ est continue en 0 alors ψ l’est aussi car d’après le théorème (A.6.7) φ

est bornée et donc par le théorème (A.2.6) ψ est continue en 0. Enfin pour tout ensemble

fini de vecteurs ti ∈ IRd et de nombres complexes zj, 1 ≤ j ≤ m, on a
m∑

j=1

m∑
k=1

zjzkψ(tj − tk) =
m∑

j=1

m∑
k=1

zjzk
1

P (B)
lim

n→∞
E
[
eit>j Yne−it>k YnIIB

]

= lim
n→∞

1

P (B)
E

∣∣∣∣∣
m∑

j=1

eit>j Yn

∣∣∣∣∣
2

IIB


≥ 0.
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Et donc d’après le théorème de Bochner A.2.5, ψ(t) est une fonction caractéristique.

Q.E.D.

Remarque 1.2.11 La condition G = F est nécessaire pour (d). En effet si on prend par

exemple G = {∅,Ω} et Xn une suite de variables aléatoires positive tel que P (Xn = 1) =
1

n

et P (Xn = 0) = 1− 1

n
. On a que

E[Xp
n] =

1

n
→ 0, p > 0

donc la suite converge en moyenne, donc en loi et la condition (a) est vérifiée. D’autre

part si pour t fixé on prend B ∈ σ(eit>X1 ,itX2 , . . . , ) ⊂ F on a que E[eit>Xn|B] = eit>Xn

mais Xn ne converge pas presque sûrement vers 0 et donc (d) n’est pas vrai.

Théorème 1.2.12 (Mogyorodi [33]) Soient {Xn}n≥1 et {Yn}n≥1 deux suites de vari-

ables aléatoires sur (Ω,F , P ) à valeurs dans IRd telles que Xn − Yn converge en loi vers

zéro. Si l’une d’elles est G-stable alors l’autre l’est aussi.

Démonstration: Supposons que la suite {Xn} est G-stable. Alors d’après le théorème

(1.2.10) b) on a pour tout Y variable aléatoire G-mesurable (Xn, Y ) converge en loi. Or

pour tout ε > 0,

P (|(Xn, Y )− (Yn, Y )| > ε) = P (|Xn − Yn| > ε) −−→
n−→∞

0

par hypothèse. D’où d’après le lemme (A.2.4) on a la convergence en loi de (Yn, Y ), ce

qui entrâıne d’après le théorème 1.2.10, la G-stabilité de la suite Yn. Q.E.D.

Théorème 1.2.13 (Mogyorodi et Katai [34]) Soient Yn une suite de variable aléat-

oire sur (Ω,F , P ) à valeurs dans IRd qui converge G-stablement, g une fonction continue

de IRd+1 dans IR et X une variable aléatoire G-mesurable à valeurs dans IR. Alors la

suite {g(Yn, X)}n≥1 est G-stable.
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Démonstration: Soit Z une autre variable aléatoire à valeurs dans IR G-mesurable.

D’après le théorème (1.2.10) c), (Yn, X) converge G-stablement et donc d’après le théorème

(1.2.10) b), (Yn, X, Z) converge conjointement en loi .

Soit h : IRd+2 −→ IR2 (x, y, z) 7→ (g(x, y), z).

Comme g est continue, h l’est aussi donc d’après le théorème A.3.4 h(Yn, X, Z) =

(g(Yn, X), Z) converge conjointement en loi d’où d’après le théorème (1.2.10) on ob-

tient la G-stabilité de la suite g(Yn, X). Q.E.D.

Théorème 1.2.14 Il y a équivalence entre:

a) la suite {Xn}n≥1 est G-stable;

b) pour toute variable aléatoire réelle Z, G-mesurable et dans L1, et pour tout f : IRd −→
IR continue et bornée,

lim
n→∞

E[f(Xn)Z]

existe.

Autrement dit c’est la convergence faible dans L∞.

Démonstration: Comme Z ∈ L1 alors il existe des constantes αi,k (1 ≤ i ≤ n) et

des ensembles Bi,k (1 ≤ i ≤ mk), G-mesurables tel que

E

∣∣∣∣∣Z −
mk∑
i=1

αi,kIIBi,k

∣∣∣∣∣ −−→k−→∞
0

et comme f est bornée alors on a

E

∣∣∣∣∣f(Xn)Z − f(Xn)

mk∑
i=1

αi,kIIBi,k

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞ E

∣∣∣∣∣Z −
mk∑
i=1

αi,kIIBi,k

∣∣∣∣∣ −−→k−→∞
0.

Donc pour tout Z ∈ L1

lim
n→∞

E[f(Xn)Z]

existe si et seulement si elle

lim
n→∞

E[f(Xn)IIB]
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existe pour tout B ∈ G. Ce qui est équivalent à pour tout B ∈ G tel que P (B) > 0 et f

continue bornée

lim
n→∞

E[f(Xn)|B] = lim
n→∞

∫
IRd

f(x)dP (Xn ≤ x|B)

existe. Or cette dernière est équivalente d’après le théorème A.3.3 à l’existence de

lim
n−→∞

P (Xn ≤ x|B)

pour tous les x dans un ensemble dense dans IRd. Q.E.D.

On remarque que les résultats énoncés jusqu’à présent ne nous donnent pas la limite ex-

plicitement ce qui n’est pas très utile en pratique. Dans la suite on essayera d’améliorer ces

résultats en identifiant les limites de convergence stable des suites de variables aléatoires.

Les théorèmes suivants viendront donc préciser les trois précédents.

1.3 Convergence G-stable dans IRd

Définition 1.3.1 (Aldous et Eagleson [3]) Soit {Xn} une suite de variables aléatoi-

res à valeurs dans IRd, définies sur un espace de probabilité commun (Ω,F , P ), qui con-

vergent en loi vers une variable aléatoire X de loi F et G une sous-tribu de F .

On dit que la suite Xn converge vers X G-stablement s’il existe un sous-ensemble D ⊂ IRd

dense dans IRd tel que pour tout x ∈ D et pour tout ensemble G-mesurable B

lim
n−→∞

P ({Xn ≤ x} ∩B) = P ({X ≤ x} ∩B). (2)

On écrit alors Xn
d−→ X (G−stable).

Remarque 1.3.2 Dans le cas particulier où Xn = IIAn, on dira que la suite An converge

G-stablement vers A si pour tout B ∈ G, P (An ∩B) converge vers P (A ∩B).

Remarque 1.3.3 Si X est G-mesurable alors la limite de Xn est unique. En effet sup-

posons qu’il existe une autre limite Y qui est G-mesurable alors on aura,presque sûrement,

pour tout t ∈ IRd

E[eitX |G] = E[eitY |G]
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or X et Y sont G −mesurable alors

eitX = eitY presque sûrement

d’où

X = Y presque sûrement.

Voici un exemple où X n’est pas G-mesurable et la limite n’est pas unique. Considèrons

Xn = sin(2πnu) qui a la même loi que X = sin(2πU) où U est de loi uniforme sur (0, 1)

et G = {∅,Ω}.

Théorème 1.3.4 (Aldous et Eagleson [3]) Supposons que Yn
d−→ Y , où tous les Yn

sont des variables aléatoires dans IRd bâties sur le même espace (Ω,F , P )et G une sous-

tribu de F . Alors il y a équivalence entre les conditions suivantes

a) Yn
d−→ Y (G − stable);

b) Pour tout variable aléatoire fixée X , G-mesurable à valeurs dans IRk, on a

(Yn, X)
d−→ (Y,X);

c) Pour tout variable aléatoire fixée X,G-mesurable, à valeurs dans IRk on a

(Yn, X)
d−→ (Y,X); (G − stable)

Si de plus G = F alors les énoncés précédents sont équivalent à

d) Pour chaque t ∈ IRd fixé,

exp(itTYn) −−→
n−→∞

exp(itTY ) (faible dans L1(Ω,F , P )).

Démonstration: a) entrâıne b)

Soit (x, y) un point de continuité de la fonction de répartition de (X, Y ). Alors

Yn
d−→ Y (stable),

⇐⇒ pour tout y ∈ D l’ensemble dense associé à la stabilité de {Yn},

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩B) = P ({Y ≤ y} ∩B)
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Prenons B = {X ≤ x} et on aura

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩ {X ≤ x}) = P ({Y ≤ y} ∩ {X ≤ x})

sur D × IR.

a) =⇒ d)

Yn
d−→ Y (F − stable)

=⇒
lim

n−→∞
P ({Yn ≤ x} ∩B) = P ({Y ≤ x} ∩B)

=⇒

lim
n−→∞

E[eitYn|B] = lim
n−→∞

∫
IR

eiuxdP (Yn ≤ x|B) =

∫
IR

eiuxdP (Y ≤ x|B)

= E[eiuY |B]

pour tout t ∈ IRd.

c) =⇒ b) évident.

a) =⇒ c)

Étant donné x ∈ IR et B ∈ G, posons B′ = {X ≤ x} et B1 = B ∩B′ . Comme

Yn
d−→ Y (G − stable)

alors pour tout y ∈ D dense associé à {Yn}

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩B1) = P ({Y ≤ y} ∩B1)

existe pour tout B1 ∈ G. Donc

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩B ∩B′) = P ({Y ≤ y} ∩B ∩B′)

existe pour tout B ∈ G. Ce qui implique

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩ {X ≤ x} ∩B) = P ({Y ≤ y} ∩ {X ≤ x} ∩B)
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existe pour tout B ∈ G.

d) =⇒ b)

On a

lim
n−→∞

E[exp(itYn)Z] = E[E[eitY |F ]Z],

pour tout Z G-mesurable bornée. Il suffit de prendre Z = eiuX , u ∈ IR et on aura

lim
n−→∞

E[exp(itYn)Z] = E[exp(itY )Z] = E[eitY eiuX ].

b) =⇒ a)

Il suffit de prendre X = IIB, avec B G-mesurable. On aura donc

lim
n−→∞

P (Yn ≤ y, IIB = 1) = P (Y ≤ y, IIB = 1).

Q.E.D.

Théorème 1.3.5 (Aldous et Eagleson [3]) Supposons que Yn
d−→ Y (G-stable), où

tous les Yn sont des variables aléatoires dans IRd et bâties sur le même espace (Ω,F , P )

et G une sous-tribu de F . Soient X une variable aléatoire G-mesurable à valeurs dans

IR et g une fonction continue de IRd+1 dans IR. Alors

g(Yn, X)−→g(Y,X) (G − stable)

Démonstration: Soit Z une autre variable aléatoire à valeurs dans IR, G-mesurable.

Alors d’après le théorème 1.3.4b), (Yn, X, Z) converge conjointement en loi vers (Y,X,Z).

Soit h : IRd+2 −→ IR2 (x, y, z) 7→ (g(x, y), z).

Comme g est continue, h l’est aussi donc d’après le théorème A.3.4

h(Yn, X, Z) = (g(Yn, X), Z) converge conjointement en loi vers (g(Y,X), Z))

d’où d’après le théorème 1.3.4 on obtient la convergence G-stable de la suite g(Yn, X)

vers g(Y,X). Q.E.D.
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Théorème 1.3.6 Soit Xn, Yn deux suites de variables aléatoires définies sur le même

espace (Ω,F , P ) à valeurs dans IRd, G une sous-tribu de F et X une autre variable

aléatoire à valeurs dans IRd . Si

Xn
d−→ X (G − stable),

et

|Xn − Yn|
d−→ 0

alors

Yn
d−→ X (G − stable).

Démonstration: La preuve du théorème 1.2.12 permet de conclure ici, lorsqu’on re-

marque que l’égalité (4) a comme valeur commune P ({X ≤ x} ∩B). Q.E.D.

Théorème 1.3.7 (Mogyorodi [33]) Soient Xn, Yn, X, Y des variables aléatoires à val-

eurs dans IRd définie sur le même espace (Ω,F , P ),G une sous-tribu de F et g une

fonction de IR2d dans IR continue. Supposons que Xn
P−→ X et que X est G-mesurable.

Si

Yn
d−→ Y (G − stable),

alors

g(Xn, Yn)
d−→ g(X, Y ) (G − stable).

Démonstration: Montrons d’abord que (Xn, Yn)
d−→ (X, Y ). Comme

Yn
d−→ Y (G − stable),

on aura d’après le théorème 1.3.4 pour tout X G-mesurable

(Yn, X)
d−→ (Y,X), (G − stable)

et ensuite

P (|(Yn, Xn)− (Yn, X)| > ε) = P (|Xn −X| > ε) −−→
n−→∞

0
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car Xn
P−→ X. Et donc d’après le théorème 1.3.6 on conclut que

(Xn, Yn)
d−→ (X, Y ) (G − stable).

Ce qui implique d’après le théorème (1.3.4) b) que pour tout variable aléatoire Z à valeurs

dans IR G-mesurable on a

((Xn, Yn), Z)
d−→ ((X, Y ), Z).

Soit h : IR2d+1 −→ IR × IR l’application définie par (x, y, z) 7→ (g(x, y), z). Comme g est

continue, h l’est aussi donc d’après le théorème A.3.4

h((Yn, Xn), Z) = (g(Yn, Xn), Z) converge conjointement en loi vers

(g(Y,X), Z)). D’où d’après le théorème (1.3.4) on obtient le résultat voulu. Q.E.D.

Remarque 1.3.8 Si Xn converge G-stablement vers X et Yn converge G-stablement vers

Y alors on n’a pas forcément que le couple (Xn, Yn) converge G-stablement vers (X, Y ).

En effet il suffit de prendre Xn = 2−X avec X ∼ B(2, p) et Yn = X. Et donc si (Xn, X)

converge G-stablement vers (X,X) alors Xn−X converge en probabilité vers 0 ce qui est

absurde.

Théorème 1.3.9 Il y a équivalence entre:

a) Xn
d−→ X (G-stable)

b) pour toute variable aléatoire réelle Z G-mesurable et dans L1 et pour tout f : IRd −→ IR

continue et bornée,

E[f(Xn)Z] −−→
n−→∞

E[f(X)Z].

Démonstration: Identique à celle du théorème (1.2.14) en identifiant la limite de

P ({Xn ≤ x} ∩B) qui est égale à P ({X ≤ x} ∩B). Q.E.D.
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1.4 Relation entre la convergence G-stable et autres

types de convergence dans IRd

On a déjà vu au début du chapitre que la convergence stable entrâıne la convergence

en loi et que la convergence en probabilité entrâıne la convergence stable. Les résultats

suivants nous donnerons plus de précisions sur la relation entre la convergence stable et

les autres modes de convergence.

Théorème 1.4.1 Soient (X,X1, X2, . . . , ) une suite de variables aléatoires définies sur

(Ω,F , P ) à valeurs dans IRd et supposons que X est G-mesurable. Alors on a équivalence

entre les affirmations suivantes:

i) Xn converge en probabilité vers X.

ii) Xn converge vers X (G-stable) .

Démonstration: Montrons d’abords que ii)=⇒ i).

Xn
d−→ X (G − stable)

comme X est G-mesurable alors d’après le théorème (1.3.4)

(Xn, X)
d−→ (X,X)

=⇒
|Xn −X| d−→ 0

d’où

|Xn −X| P−→ 0.

Montrons maintenant i)=⇒ ii).

Comme Xn converge en probabilité vers X alors pour toute variable aléatoire Y G-

mesurable on a

(Xn, Y )
P−→ (X, Y ).

Ce qui implique d’après le théorème 1.3.4 queXn converge G-stablement versX. Q.E.D.
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Remarque 1.4.2 Si X n’est pas G-mesurable alors le théorème précédent est faux. Voici

un contre-exemple. Soient X ∼ B(2, p) et Xn = X − 2, ∀n ≥ 1 deux variables aléatoires

bâties sur Ω = {0, 1, 2} avec F = {P(Ω)} et G = {∅,Ω, {1}, {0, 2}}. Alors |Xn −X| = 2

et donc Xn ne converge pas en probabilité vers X, même si Xn converge G-stablement

vers X.

Corollaire 1.4.3 Soit (X,X1, X2, . . .) une suite de variables aléatoires

intégrables définies sur (Ω,F , P ) à valeurs dans IRd et supposons que X est G-mesurable.

Alors il y a équivalence entre

(i) Xn converge stablement vers X et {|Xn|} est uniformément intégrable.

(ii) Xn converge dans L1 vers X.

Démonstration: D’après le théorème précédent on a que Xn converge en probabilité

vers X. Or comme {|Xn|} est uniformément intégrable et E|X| < +∞ donc |Xn − X|
est uniformément intégrable. Alors

E|Xn −X| ≤ ε+ E(|Xn −X|II(ε,∞)(|Xn −X|)).

Comme limn−→∞ P (|Xn − X| > ε) = 0 et |Xn − X| est uniformément intégrable alors

limn−→∞E(|Xn −X|II(ε,∞)(|Xn −X|) = 0.

La réciproque est triviale. Q.E.D.

1.5 La G-stabilité avec une densité α dans IRd

Nous allons exhiber une première représentation explicite de la limite apparaissant dans

la définition 1.2.2.

Lemme 1.5.1 (Rényi [40] ) Soit {Xn}n≥1 une suite G-stable et D un sous-ensemble

dense dans IRd tel que

Qx(B) = lim
n→∞

P ({Xn ≤ x} ∩B)
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pour tout point x ∈ D et pour tout B ∈ G. Alors pour tout x ∈ D tel que Qx(Ω) > 0,
Qx(B)

Qx(Ω)
est une mesure de probabilité sur G absolument continue par rapport à P et Qx(B)

peut être représentée sous la forme

Qx(B) =

∫
B

α(x, ω)dP (ω)

où α(x, .) est une variable aléatoire G-mesurable telle que 0 ≤ α(x, ω) ≤ 1 presque

sûrement en ω, pour chaque x ∈ D tel que Qx(Ω) > 0.

Démonstration: Soit x ∈ D tel que

lim
n→∞

P (Xn ≤ x) = Qx(Ω) > 0.

Alors, il existe n1 tel que P (Xn ≤ x) > 0 pour tout n ≥ n1. Il s’ensuit que

lim
n−→∞

P (B|Xn ≤ x) = lim
n−→∞

P (B ∩ {Xn ≤ x})
P (Xn ≤ x)

=
Qx(B)

Qx(Ω)
.

Et donc la limite des mesures de probabilités existe pour tout B ∈ G et x ∈ D. D’autre

part si P (B) = 0 alors Qx(B) = 0 est donc Qx est absolument continue par rapport à P .

Enfin comme

0 ≤ P ({Xn ≤ x} ∩B) ≤ P (B)

alors

0 ≤ Qx(B) ≤ P (B)

et donc, pour chaque x ∈ D, on a

0 ≤ α(x, ω) =
dQx

dP
(ω) ≤ 1 p.s en ω.

Q.E.D.

D’où émerge une définition plus pratique de la convergence stable, équivalente à la

définition 1.2.2.

Définition 1.5.2 (Mogyorodi [33]) Soit {Xn}n≥1 une suite de variables aléatoires à

valeurs dans IRd définie sur (Ω,F , P ) qui converge en loi vers une variable aléatoire X

de loi F et G une sous-tribu de F .
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On dit que la suite est G-stable avec densité α s’il existe un sous-ensemble D ⊂ IRd dense

dans IRd tel que pour tout x ∈ D et pour tout ensemble B ∈ G, on a

lim
n→∞

P ({Xn ≤ x} ∩B) =

∫
B

α(x, ω)dP (ω),

où α(x, ·) une variable aléatoire G-mesurable presque sûrement à valeurs dans (0, 1].

Remarque 1.5.3 Comme dans la définition 1.2.2, on peut choisir ici

D = {x ∈ IRd; F est continue en x}.

La fonction α est appelée la densité locale de la suite G-stable Xn. Il est important

de noter que ce n’est pas nécessairement une densité de probabilité puisque la masse

totale qui résulte de son intégration sur tout Ω peut être inférieure à 1. Notons que

F (x) =
∫

Ω
α(x, ω)dP pour tout x qui est un point de continuité de l’intégrale.

Remarque 1.5.4 En notant par αn = αn(x, ω) = II{Xn(ω)≤x} la définition précédente

peut s’écrire sous la forme suivante:

Xn converge G-stablement avec la densité α si αn converge faiblement dans L∞(Ω,G, P )

vers α.

Théorème 1.5.5 (Rényi [40]) Soit Xn une suite aléatoire G-stable avec densité α sur

l’espace S = (Ω,F , P ). Soit P ? une autre mesure de probabilité sur F , qui est absolument

continue par rapport à P . Alors la suite Xn est G-stable sur l’espace de probabilité

S? = (Ω,F , P ?) avec la même densité α.

Démonstration: Soit

λ =
dP ?

dP
∈ L1(P )

la dérivée de Radon-Nikodym de P ? par rapport à P . Alors on a pour tout B ∈ G

P ?(B) =

∫
B

λdP = E[λIIB]

donc on aura

P ?({Xn ≤ x} ∩B) =

∫
{Xn≤x}∩B

λdP

= E[λII{Xn≤x}∩B}]

= E[λαn(x, .)IIB]
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or d’après la remarque précédente αn converge faiblement vers α dans L∞ et donc

lim
n−→∞

P ?({Xn ≤ x} ∩B) = E[λα(x, .)IIB] =

∫
B

α(x, .)dP ?.

Notons par E? l’espérance sur l’espace de probabilité S? = (Ω,F , P ?) on aura

lim
n−→∞

P ?({Xn ≤ x} ∩B) = E?[α(x, .)IIB].

Q.E.D.

Le théorème suivant va nous clarifier le lien entre la convergence stable vers une densité α

(définition 1.5.2) ou tout simplement stable (définition 1.2.2) avec la convergence stable

vers une variable aléatoire (définition 1.3.1).

Théorème 1.5.6 (Daley et Vere-Jones [12]) Soit {Xn} une suite définie sur (Ω,F ,
P ) à valeurs dans IRd qui est G-stable avec une densité α. et G une sous-tribu de F . Alors

il existe un espace de probabilité (Ω′, E ′, P ′), une application mesurable T : (Ω′, E ′) −→
(Ω,F), et une variable aléatoire X ′ définie sur (Ω′, E ′) tel que si G ′ = T−1G et X ′

n(ω′) =

Xn(Tω′) alors X ′
n −−→

n−→∞
X ′ (G ′-stable).

Démonstration: Posons Ω′ = Ω× IRd et soit E ′ = G ⊗ B(IRd).

Posons A =]−∞, x1[× . . .×]−∞, xd[ et définissons L par L : G ⊗ B(IRd) −→ [0, 1],

L(B,A) = lim
n−→∞

P ({Xn ∈ A} ∩B).

L est une application bien définie car la suite {Xn} est G-stable. On a bien que L(Ω, IRd) =

limn−→∞ P ({Xn ∈ IRd} ∩ Ω) = 1. De plus,

∀B ∈ G, B 7−→ L(B,A) = lim
n−→∞

P ({Xn ∈ A} ∩B)

est une mesure sur (IRd,B(IRd)); et aussi

∀A ∈ B(IRd), A 7−→ L(B,A) = lim
n−→∞

P ({Xn ∈ A} ∩B)

est une mesure sur (Ω,G).

Donc d’après le lemme (A.5.1) il existe une unique mesure de probabilité P ′ sur (Ω ×
IRd,G ⊗ B(IRd)) telle que

P ′(B × A) = L(B,A) ∀(B,A) ∈ G ⊗ B(IRd).
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Soit T : (Ω × IRd,G ⊗ B(IRd)) −→ (Ω,G) T (ω, x) = ω, T est bien une application

G-mesurable. On définit G ′ = T−1G = {B × IRd, B ∈ G}. On définit aussi X ′(x, ω) = x.

Alors pour tout B′ = B × IRd ∈ G ′, on a

P ′({X ′
n ∈ A} ∩B′) = P ({Xn ∈ A} ∩B) −−→

n−→∞
P ′(B × A)

or

B × A = (Ω ∩B)× (A ∩ IRd) = (Ω× A) ∩ (B × IRd)

= ({X ′ ∈ A}) ∩ (B × IRd) = {X ′ ∈ A} ∩B′

d’où P ′(B ×A) = P ′({X ′ ∈ A} ∩B′) et donc X ′
n converge vers X ′ (G ′-stable). Q.E.D.

1.6 Convergence G-mélangeante dans IRd

1.6.1 Convergence G-mélangeante d’évévenements

Définition 1.6.1 (Rényi [40] ) Soit {An} une suite d’événements définie sur (Ω,F , P ).

On dit que {An} est G-mélangeante avec densité α si pour tout B ∈ G

lim
n−→∞

P (An ∩B) = αP (B),

où α est une constante qui ne dépend pas de B et 0 ≤ α ≤ 1.

Si G = F on dira que An est mélangeante avec densité α.

Exemple 1.6.2 (Rényi [40] ) Soit T une transformation mesurable mélange-

ante définie sur (Ω,F , P ), c’est à dire

∀A,B ∈ F lim
n−→∞

P ({T−nA} ∩B) = P (A)P (B).

Et soient A1 un événement tel que P (A1) = α (0 < α < 1) et An+1 = T−nA1, (n =

1, 2, . . .). Alors la suite {An} est mélangeante avec densité α.

En effet

lim
n−→∞

P ({T−nA1} ∩B) = P (A1)P (B) = cP (B).
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Remarque 1.6.3 Il est évident que si la suite {An} est mélangeante alors elle est stable.

La réciproque est fausse. Voici un contre-exemple (Stoyanov [49] ).

Soient (Ω,F , P ) un espace de probabilité, B1 ∈ F et B2 = Bc
1. Considérons deux espaces,

(Ω,F , P1) et (Ω,F , P2) où

P1(A) = P (A|B1), P2(A) = P (A|B2) ∀A ∈ F .

Soit {A′n} une suite mélangeante dans (Ω,F , P1) avec une densité λ1, et {A′′n} une suite

mélangeante dans (Ω,F , P2), avec une densité λ2 où 0 < λ1 < λ2 < 1.

Posons An = A′n ∩B1 + A′′n ∩B2. Alors pour tout B ∈ F on a

P (An ∩B) = P (A′n ∩B1 ∩B) + P (A′′n ∩B2 ∩B)

= P (B1)P (A′n ∩B|B1) + P (B2)P (A′′n ∩B|B2).

= P (B1)P1(A
′
n ∩B) + P (B2)P2(A

′′
n ∩B).

Comme {A′n} et {A′′n} sont deux suites mélangeante alors

lim
n−→∞

P (An ∩B) = P (B1)λ1P1(B) + P (B2)λ2P2(B)

= λ1P (B ∩B1) + λ2P (B ∩B2)

=

∫
B

αdP avec α(ω)

= λ1 si ω ∈ B1 et α(ω) = λ2 si ω ∈ B2.

Il s’ensuit que {An} est une suite stable mais pas mélangeante car α n’est pas une con-

stante mais elle prend deux valeurs différentes.

Remarque 1.6.4 Si on prend la sous-tribu G = {∅,Ω} alors on remarque que An est

G-mélangeante.

1.6.2 Convergence G-mélangeante de variables aléatoires dans

IRd

Définition 1.6.5 (Eagleson [16]) Soit {Xn} une suite de variables aléatoires définie

sur (Ω,F , P ) à valeurs dans IRd qui converge en loi vers une variable aléatoire X de loi
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F . On dit que cette convergence est G-mélangeante s’il existe un sous-ensemble D ⊂ IRd

dense dans IRd telle que pour tout x ∈ D et pour tout ensemble G-mesurable B,

lim
n−→∞

P ({Xn ≤ x} ∩B) = P (B)F (x).

On note cette convergence par

Xn
d−→ X (G-mélangeante).

Remarque: Si α(x, ω) définie dans la définition (1.5.2) est une constante qui est égale

à F (x) pour tout ω ∈ Ω alors {Xn} est une suite G-mélangeante.

Exemples

1) Soit {Xj} une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

d’espérance nulle et de variance égale à un. Alors {Yn} = { 1√
n

n∑
j=1

Xj} est une suite

mélangeante [42].

2) Les châınes de Markov dites ergodiques sont mélangeantes [43].

3) On a montré déjà que la convergence en probabilité entrâıne la convergence stable. Il

n’en est pas de même pour le mélange, comme on peut voir en prenant Xn = X ∼ B(p)

et B = {X = 1} et x = 1
2
.

4) Une suite qui est G-mélangeante n’est pas forcément mélangeante. En effet reprenons

l’exemple Xn = X ∼ B(p) et B = {X = 1} et x = 1
2

avec G = {Ω, ∅} et on a bien que

Xn est G-mélangeante mais pas F -mélangeante.

Théorème 1.6.6 (Aldous et Eagleson [3]) Supposons que Yn
d−→ Y , où tous les Yn

sont sur le même espace (Ω,F , P ) à valeurs dans IRd. Alors il y a équivalence entre les

conditions suivantes

a) Yn
d−→ Y (G-mélangeante);

b) Pour tout variable aléatoire fixée X,G-mesurable à valeurs dans IR, on a

(Yn, X)
d−→ (Y ?, X),
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où Y ? a la même loi que Y et est indépendante de G.

c) Pour tout variable aléatoire fixée X,G-mesurable à valeurs dans IR, on a

(Yn, X)
d−→ (Y ?, X), (G − stable)

où Y ? a la même loi que Y et est indépendante de G.

Si de plus G = F alors les énoncés précédents sont équivalents à

d) Pour chaque t ∈ IRd fixé,

exp(itTYn) −−→
n−→∞

E[exp(itTY )] (faible dans L1).

Démonstration: a) =⇒ b)

Soit (x, y) un point de continuité de la fonction de répartition de (X, Y ). Alors

Yn
d−→ Y (G −mélangeante ),

⇐⇒ pour tout y ∈ D l’ensemble dense associé à la stabilité de {Yn},

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩B) = P ({Y ≤ y})P (B)

Prenons B = {X ≤ x} et on aura

lim
n−→∞

P ({Yn ≤ y} ∩ {X ≤ x}) = P ({Y ≤ y})P ({X ≤ x})

= P ({Y ? ≤ y})P ({X ≤ x})

= P (Y ? ≤ y,X ≤ x)

sur D × IR.

b)=⇒ a)

Soit B un ensemble G-mesurable. On a que

(Yn, IB) =⇒ Z∞ = (Z1
∞, Z

2
∞)

30



avec Z1
∞ et Z2

∞ indépendant, donc Yn =⇒ Z1
∞. Soit (y, x) ∈ CZ1

∞ × (IR \ {(0, 1)}) où CZ1
∞

est l’ensemble des points de continuité de Z1
∞. On a que (pour x = 2 puis x = 1

2
)

lim
n−→∞

P (Yn ≤ y, IB = 1) = lim
n−→∞

P (Yn ≤ y, IB ≤ 2)

− lim
n−→∞

P (Yn ≤ y, IB ≤
1

2
)

= P (Z∞ ∈]−∞, y]× {1}),

ce qui entrâıne le G-mélange.

a) ⇐⇒ d)

Yn
d−→ Y (mélangeante)

⇐⇒
lim

n−→∞
E[exp(itYn)|B] = E[exp(itY )]

pour tout B F -mesurable et tel que P (B) > 0 et t ∈ IRd fixé

⇐⇒
lim

n−→∞
E[exp(itYn)1B] = E[exp(itY )]P (B).

b)⇐⇒ c) d’après le théorème 1.3.4. Q.E.D.

Théorème 1.6.7 (Eagleson [16]) Soient Xn, Yn, X, Y des variables aléatoires définies

sur le même espace (Ω,F , P ), à valeurs dans IRd et g une fonction de IR2d dans IR

continue. Supposons que Xn
P−→ X. Si

Yn
d−→ Y (G-mélangeante),

alors

g(Xn, Yn)
d−→ g(X,Y ?) (G − stable),

où Y ? a la même loi que Y et indépendante de G.
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Démonstration: Montrons d’abords que (Xn, Yn)
d−→ (X,Y ?). Comme

Yn
d−→ Y (G-mélangeante),

on aura d’après le théorème 1.6.6 b) pour tout X G-mesurable

(Yn, X)
d−→ (Y ?, X),

et comme

P (|(Yn, Xn)− (Yn, X)| > ε) = P (|Xn −X| > ε) −−→
n−→∞

0

car Xn
P−→ X. Et donc d’après le lemme (A.2.4) on conclut que

(Xn, Yn)
d−→ (X, Y ?),

et donc par le théorème 1.3.4 on a que (Xn, Yn)
d−→ (X, Y ?) (G− stable) ce qui implique

d’après le théorème 1.3.4) b) que pour tout variable aléatoire Z G-mesurable à valeurs

dans IR on a

((Xn, Yn), Z)
d−→ ((X, Y ?), Z).

Soit h : IR2d+1 −→ IR2 (x, y, z) 7→ (g(x, y), z).

Comme g est continue, h l’est aussi donc d’après le théorème A.3.4

h((Xn, Yn), Z) = (g(Xn, Yn), Z) converge conjointement en loi vers

(g(X, Y ?), Z)). D’où d’après le théorème 1.3.4 on obtient le résultat voulu. Q.E.D.
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CHAPITRE 2

G- STABILITÉ ET G-MÉLANGE

DANS UN ESPACE POLONAIS

Dans ce chapitre on va généraliser les résultats du chapitre 1 dans le cas où (E, ρ) est un

espace polonais.

Dans toute la suite on dénotera par E un espace polonais, c’est-à-dire un espace métrique

complet et séparable, par B sa tribu de Borel et ρ sa métrique, par B(IR) la tribu

borélienne de IR. Toute les notations sont explicitée en annexe.

2.1 G-stabilité de suite de variables aléatoires dans

E

Définition 2.1.1 On dit que Xn converge en loi vers X dans E si

P (Xn ∈ A) → P (X ∈ A)

pour tout A ∈ B tel que P (X ∈ ∂A) = 0.

Définition 2.1.2 Soit {Xn} une suite de variables aléatoires à valeurs dans E, définie

sur un espace de probabilité commun (Ω,F , P ), qui converge en loi vers une variable

aléatoire X et soit G une sous-tribu de F . On dit que la suite {Xn}n≥1 est G-stable (stable
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si G = F) si pour tout ensemble G-mesurable B et pour tout A ∈ B avec P (X ∈ ∂A) = 0,

la limite

lim
n−→∞

P ({Xn ∈ A} ∩B) (3)

existe.

Remarque 2.1.3 Si on prend E = IRd on retrouve la définition 1.2.2. En effet soient

x = (x1, . . . , xd) ∈ IRd et A =]−∞, x1]× . . .×]−∞, xd] = (−∞, x], tel que P (X ∈ ∂A) =

P
(⋃d

i=1{X(i) = xi} ∩ {X ∈ A}
)

= 0. Comme A est un ensemble de P-continuité, ceci

est équivalent d’après la remarque A.3.5 à F (y) = P (X ≤ y) continue en x or l’ensemble

des points de continuité de X est dense dans IRd (car il contient un ensemble dense

CF1 ×CF2 × . . .×CFd
où les CFi

sont les ensembles de continuité de P (X ≤ xi). Notons

par D cet ensemble. On a donc pour tout x ∈ D, et pour tout B G-mesurable

lim
n−→∞

P ({Xn ≤ x} ∩B)

existe.

Théorème 2.1.4 Soient E1 et E2 deux espaces polonais. Supposons que Yn
d−→ Y , où

tous les Yn sont des variables aléatoires à valeurs dans E1 définie sur le même espace

(Ω,F , P ) et G une sous-tribu de F . Alors il y a équivalence entre les conditions suiv-

antes

a) La suite {Yn}n≥1 est G-stable.

b) Pour tout variable aléatoire fixée X,G-mesurable à valeurs dans E2, on a que la suite

aléatoire de vecteurs (Yn, X) converge conjointement en loi .

c) Pour tout variable aléatoire fixée X,G-mesurable à valeurs dans E2, on a que la suite

aléatoire de vecteurs (Yn, X) converge G-stablement.

Démonstration: Montrons que a)=⇒ b).

Posons B = X−1(U) avec U ∈ B(IR) tel que P (X ∈ ∂U) = 0. On a pour tout A ∈ B tel
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que P (Y ∈ ∂A) = 0

lim
n−→∞

P ((Yn, X) ∈ A× U) = lim
n−→∞

P ({Yn ∈ A} ∩X−1(U))

= lim
n−→∞

P ({Yn ∈ A} ∩B)

qui existe d’après a) avec P ((Y,X) ∈ ∂(A× U)) = 0 puisque

∂(A× U) ⊂ (E1 × ∂U) ∪ (∂A× E2)

et donc

P ((Y,X) ∈ ∂(A× U)) ≤ P (X ∈ ∂U) + P (Y ∈ ∂A) = 0.

Comme la suite (Yn, X) est tendue, et on sait qu’il existe une loi limite possédant ces

marges on a la convergence de la paire (Yn, X) d’après le théorème A.3.8.

b)=⇒ a).

Il suffit de prendre X = IIB avec B G-mesurable. On aura donc pour tout A ∈ B avec

P (Y ∈ ∂A) = 0,

lim
n−→∞

P (Yn ∈ A, IIB = 1)

existe d’où la stabilité de Yn.

b)=⇒ c).

b) implique la convergence en loi du triplet (Yn, X, Z) avec Z une variable aléatoire G-

mesurable à valeurs dans E2 ce qui implique d’après ce qui précéde la stabilité du couple

(Yn, X).

c)=⇒ b) est évident. Q.E.D.

Théorème 2.1.5 Soient {Xn} et {Yn} deux suites de variables aléatoires sur (Ω,F , P )

à valeurs dans (E, ρ) telle que ρ(Xn, Yn) converge en loi vers zéro. Si l’une d’elles est

G-stable alors l’autre l’est aussi.

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.2.12.
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Théorème 2.1.6 Soient E1, E2 et E3 trois espaces polonais. Et soient Yn une suite de

variables aléatoires sur (Ω,F , P ) à valeurs dans E qui converge G-stablement, g une

fonction continue de E1 × E2 dans E3 et X une variable aléatoire à valeurs dans E2 G-

mesurable. Alors la suite g(Yn, X) est G-stable.

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.2.13.

Théorème 2.1.7 Il y a équivalence entre:

a) La suite {Xn} est G-stable.

b) pour toute variable aléatoire réelle Z G-mesurable et dans L1 et pour tout f : E −→ IR

continue et bornée,

lim
n−→∞

E[f(Xn)Z] existe.

Démonstration: Comme Z ∈ L1 alors il existe des constantes αi,k (1 ≤ i ≤ n) et des

ensembles Bi,k (1 ≤ i ≤ mk), G-mesurables tel que

E

∣∣∣∣∣Z −
mk∑
i=1

αi,kIIBi,k

∣∣∣∣∣ −−→k−→∞
0

et comme f est bornée alors on a

E

∣∣∣∣∣f(Xn)Z − f(Xn)

mk∑
i=1

αi,kIIBi,k

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞ E

∣∣∣∣∣Z −
mk∑
i=1

αi,kIIBi,k

∣∣∣∣∣ −−→k−→∞
0.

Donc pour tout Z ∈ L1

lim
n→∞

E[f(Xn)Z]

existe si et seulement si elle

lim
n→∞

E[f(Xn)IIB]

existe pour tout B ∈ G. Ce qui est équivalent à pour tout B ∈ G tel que P (B) > 0 et f

continue bornée

lim
n→∞

E[f(Xn)|B] = lim
n→∞

∫
E

f(x)dP (Xn ∈ A|B)
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existe. Or cette dernière est équivalente d’après le théorème A.3.3 à l’existence de

lim
n−→∞

P (Xn ∈ A|B)

pour tout A ∈ F tel que P (X ∈ ∂A) = 0. Q.E.D.

2.2 Convergence G-stable vers une variable aléatoire

dans E

Définition 2.2.1 Soit {Xn} une suite de variables aléatoires à valeurs dans E, définies

sur un espace de probabilité commun (Ω,F , P ), qui converge en loi vers une variable

aléatoire X et G une sous-tribu de F . On dit que Xn converge G-stablement vers X si

pour tout ensemble G-mesurable B , et pour tout A ∈ B avec P (X ∈ ∂A) = 0,

lim
n−→∞

P ({Xn ∈ A} ∩B) = P ({X ∈ A} ∩B) (4)

On note cette convergence par

Xn
d−→ X (G − stable).

Théorème 2.2.2 Supposons que Yn
d−→ Y , où tous les Yn sont des variables aléatoires

dans E et bâties sur le même espace (Ω,F , P )et G une sous-tribu de F . Alors il y a

équivalence entre les conditions suivantes

a) Yn
d−→ Y (G − stable);

b) Pour tout variable aléatoire fixée X à valeurs dans IR, G-mesurable, on a

(Yn, X)
d−→ (Y,X);

c) Pour tout variable aléatoire fixée X,G-mesurable, on a

(Yn, X)
d−→ (Y,X); (G − stable)
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Démonstration: a) =⇒ b)

Yn
d−→ Y (G − stable)

⇐⇒ pour tout A ∈ B avec P (Y ∈ ∂A) = 0, B ∈ G

lim
n−→∞

P ({Yn ∈ A} ∩B) = P ({Y ∈ A} ∩B).

Prenons B = {X ∈ A1} avec A1 ∈ B(IR) et P (X ∈ ∂A1) = 0, on aura

lim
n−→∞

P ({Yn ∈ A} ∩ {X ∈ A1}) = P ({Y ∈ A} ∩ {X ∈ A1}),

avec P ((Y,X) ∈ ∂(A1 × A2)) = 0 car P ((Y,X) ∈ ∂(A × A1)) ≤ P (X ∈ ∂A1) = 0 ou

P ((Y,X) ∈ ∂(A× A1)) ≤ P (Y ∈ ∂A) = 0.

Et donc le théorème A.3.8 nous permet de conclure la convergence en loi du couple

(Yn, X) vers (Y,X).

b) =⇒ a)

Il suffit de prendre X = IIB, avec B G-mesurable. On aura donc pour tout A ∈ B avec

P (Y ∈ ∂A) = 0,

lim
n−→∞

P (Yn ∈ A, IIB = 1) = P (Y ∈ A, IIB = 1).

b) =⇒ c) évident.

b) implique pour toute variable aléatoire Z G-mesurable

(Yn, X, Z)
d−→ (Y,X,Z).

Comme on a montré que b) implique a) alors on a

(Yn, X)
d−→ (Y,X); (G − stable).

c) =⇒ b) évident.

Théorème 2.2.3 Soient E1, E2 et E3 trois espaces polonais. Supposons que Yn
d−→ Y

(G-stable), où tous les Yn sont des variables aléatoires dans E1 bâties sur le même espace
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(Ω,F , P ) et G une sous-tribu de F . Soient X une variable aléatoire G-mesurable à

valeurs dans E2 et g une fonction continue de E1 × E2 dans E3. Alors

g(Yn, X)
d−→ g(Y,X) (G − stable)

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.3.5.

Théorème 2.2.4 Soient Xn, Yn deux suites de variables aléatoires définies sur le même

espace (Ω,F , P ) à valeurs dans (E, ρ), G une sous-tribu de F et X une autre variable

aléatoire à valeurs dans E . Si

Xn
d−→ X (G − stable),

et

ρ(Xn, Yn)
d−→ 0

alors

Yn
d−→ X (G − stable).

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.3.6.

Théorème 2.2.5 Soient E1, E2 et E3 trois espace polonais. Et soient Xn, X des vari-

ables aléatoires à valeurs dans E1 et Yn, Y des variables aléatoires à valeurs dans E2

toutes définie sur le même espace (Ω,F , P ),G une sous-tribu de F et g une fonction de

E1 × E2 dans E3 continue. Supposons que Xn
P−→ X et X est G-mesurable. Si

Yn
d−→ Y (G − stable),

alors

g(Xn, Yn)
d−→ g(X, Y ) (G − stable).

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.3.7.
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Théorème 2.2.6 Il y a équivalence entre:

a) Xn
d−→ X (G-stable)

b) pour toute variable aléatoire réelle Z G-mesurable et dans L1 et pour tout f : E −→ IR

continue et bornée,

E[f(Xn)Z] −−→
n−→∞

E[f(X)Z].

Démonstration: Identique à celle du théorème 2.1.7 en identifiant la limite de P ({Xn ∈
A} ∩B) qui est égale à P ({X ∈ A} ∩B).

2.3 Relation entre la convergence G-stable et autre

type de convergence dans E

Théorème 2.3.1 Soit (X,X1, X2, . . . , ) une suite de variables aléatoires définie sur (Ω,F , P )

à valeurs dans E et supposons que X est G-mesurable. Alors on a équivalence entre les

affirmations suivantes:

i) Xn converge en probabilité vers X.

ii) Xn converge vers X (G-stable).

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.4.1.

Corollaire 2.3.2 Soit (X,X1, X2, . . .) une suite de variables aléatoires intégrables définie

sur (Ω,F , P ) à valeurs dans un espace de Banach (E, ‖.‖) et supposons que X est G-

mesurable. Alors il y a équivalence entre

(i) Xn converge stablement vers X et {‖Xn‖} est uniformément intégrable.

(ii) Xn converge fortement dans L1 vers X.

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.4.3.

Corollaire 2.3.3 (Mordecki [37]) Soient Xn et X deux variables aléatoires à valeurs

dans E. Et notons par P(G) l’ensemble des mesures de probabilité P̃ absolument continue
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par rapport à P Alors on a équivalence entre

(i) Xn converge G-stable vers X;

(ii) Xn
L(P̃ )−−→ X ∀P̃ ∈ P(G).

Démonstration: (i)=⇒ (ii) est évident.

Réciproquement il suffit d’appliquer le théorème 2.2.6 avec

Z =
dP̃

dP
.

2.4 La G-stabilité avec une densité α dans E

Le but de cette section est de montrer un résultat analogue au théorème 2.2.5 dans le

cas où Yn est une suite G-stable avec densité α. Pour cela on aura besoin d’introduire les

suites bi-probabilité. La référence principale pour cette section est Fischler [19].

2.4.1 Suite G-stable de bi-probabilités

Définition 2.4.1 Nous appellerons par suite bi-probabilité une application P (·, ·) : B ×
G −→ IR telle que pour chaque B ∈ G et A ∈ B P (., B) et P (A, .) sont des mesures sur

B et G respectivement et telle que P (E,Ω) = 1.

Définition 2.4.2 Une suite {Pn} de bi-probabilités est appelée G-stable s’il existe une

mesure aléatoire α(., .) : Ω× B −→ IR telle que pour chaque B ∈ G,

Pn(., B) =⇒ R(., B) =

∫
B

α(ω, .)dP (ω);

(dans le sens de la convergence faible) c’est à dire, pour tout B ∈ F , on a

Pn(A,B) −→ R(A,B) si R(∂A,B) = 0;

∂B étant la frontière du borélien B.

Définition 2.4.3 Soit {Pα(.) : α ∈ I} une collection de probabilités et f une transfor-

mation; la probabilité engendrée par Pα et f est désignée par P f
α (D) = P (f−1(D)) pour

tout D telle que f est définie.
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Théorème 2.4.4 (Fischler [19]) Soit {Pn} est une suite de bi-probabilités G-stable

avec densité α et soit g est une transformation de E dans E telle qu’il existe un en-

semble négligeable N telle que α(ω,Dg) = 0 sur N c où Dg est l’ensemble des points de

discontinuité de f . Alors les bi-probabilités {P g
n} sont elles aussi G-stable avec densité

αg.

Démonstration: Soit B fixé. Alors on a

R(Dg, B) =

∫
B

α(ω,Dg)dP (ω) =

∫
B−N

α(ω,Dg)dP (ω) = 0.

Si R(E,B) = 0 alors c’est évident. Si R(E,B) > 0 alors
R(., B)

R(E,B)
est une probabilité. Et

comme Pn(E,B) → R(E,B) alors il existe n0 telle que pour tout n > n0 Pn(E,B) 6= 0

et donc
Pn(., B)

Pn(E,B)
est aussi une probabilité à partir du rang n0. Donc

Pn(., B)

Pn(E,B)
=⇒ R(., B)

R(E,B)

ce qui implique d’après le théorème A.3.4,

P g
n(., B)

P g
n(E,B)

=⇒ Rg(., B)

Rg(E,B)
.

Mais

Rg(A,B) = R(g−1(A), B) =

∫
B

α(ω, g−1(A))dP (ω) =

∫
B

αg(ω,A)dP (ω).

Q.E.D.

Le prochain résultat nous dit quand on a le droit de remplacer l’événement B, dans la

définition d’une suite stable, par une suite d’événements.

Notons par QA
n (.) pour Pn(A, .).

Lemme 2.4.5 (Fischler [19]) Si {Pn} est G-stable avec une densité α et si Fn, F ∈ G
sont tels que QE

n (Fn4F ) −→ 0 alors

Pn(A,Fn) −→
∫

F

α(ω,A)dP (ω), si R(∂A, F ) = 0.
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Démonstration: On a

|Pn(A,Fn)− Pn(A,F )| =

∣∣∣∣∫
Ω

IFn(ω)dQA
n (ω)−

∫
Ω

IF (ω)dQA
n (ω)

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

|IFn − IF |dQA
n =

∫
Ω

IFn4FdQ
A
n

= QA
n (Fn4F ) ≤ QE

n (Fn4F ) −→ 0.

Q.E.D.

Venons-en au cas spécial qui nous intéresse.

2.4.2 La G-stabilité avec une densité α dans E

Définition 2.4.6 On dit qu’une suite de variables aléatoires {Xn}, Xn : Ω −→ E, est

G-stable avec une densité α si pour tout A ∈ B, B ∈ G,

P ({Xn ∈ A} ∩B) −→ Rα(A,B) =

∫
B

α(ω,A)dP (ω), quand Rα(∂A,B) = 0.

Si on écrit Pn(A,B) = P ({Xn ∈ A} ∩B) alors {Pn} est G-stable.

Lemme 2.4.7 Si Xn
P−→ X, alors on a

P [(Xn ∈ A)4(X ∈ A)] −→ 0

pour tout Borélien A tel que P (X ∈ ∂A) = 0.

Démonstration: Voir [6].

On a immédiatement:

Lemme 2.4.8 (Fischler [19]) Si Xn
P−→ X, si {Yn} est G-stable alors, on a pour tout

A ∈ B, QE
n (Fn4F ) −→ 0 où Fn = {Xn ∈ A} et F = {X ∈ A}.

Définition 2.4.9 Soit B2 la tribu de Borel de E ×E. Si D ∈ B2, et X est une variable

aléatoire de Ω dans E, la section aléatoire de D par X est désignée par DX(.) et définie

par

DX(.) = {y : y ∈ E, (y,X(ω)) ∈ D}.
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Lemme 2.4.10 (Fischler [19]) Si {Yn} est stable avec une densité α et si Xn
P−→ X,

alors les bi-probabilités {Pn}, définies sur B2 ⊗F par

Pn

(
D,X−1

n (B)
)

= P ({(Yn, Xn) ∈ D} ∩B) ,

sont aussi stables avec une densité ν définie par ν(ω,D) = α(ω,DX(ω)).

Démonstration: Il faut démontrer que pour tout B ∈ F etD ∈ B2 avec Rν(∂D,B) = 0

on a Pn (D,X−1
n (B)) −→ Rν(D,B). L’idée de la démonstration est d’utiliser un résultat

de Kolmogorov et Prohorov (voir [6] théorème 2.2, corollaire 1 et démonstration du

théorème 3.1) qui démontre que pour le produit cartésien de deux espaces il suffit de

montrer la convergence pour les pavés avec frontière de probabilité zéro.

Supposons d’abord que D = E1 × E2, avec E1, E2 ∈ B. La valeur de DX(ω) dans ce cas

est

DX(ω) =

{
E1 si ω ∈ F 2 = {X ∈ E2}
∅ si ω 6∈ F 2

Ainsi on a

Pn

(
D,X−1

n (B)
)

= P ({Yn ∈ E1} ∩ {Xn ∈ E2} ∩B) = Pn

(
E1 ∩ {F 2

n ∩B}
)
,

où F 2
n = {Xn ∈ E2}.

Comme Xn
P−→ X et {Yn} est G-stable avec une densité α donc d’après le lemme

2.4.8 on a

Pn

(
A ∩ {F 2

n ∩B}4{F ∩B}
)
−−→
n→∞

0.

On aimerait bien appliquer le lemme 2.4.5 avec Fn = F 2
n ∩B pour en conclure que

Pn

(
D,X−1

n (B)
)
−−→
n→∞

∫
F 2∩B

α(ω,E1)dP (ω) =

∫
B

α(ω,DX(ω))dP (ω) = Rν(D,B).

Cependant on doit vérifier que

R(∂E1, F
2 ∩B) = 0 si Rν(∂D,B) = 0.
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soient D ∈ B2 et Da la section de D en a, c’est à dire

Da = {y : y ∈ E, (y, a) ∈ D},

alors ∂(Da) ⊂ (∂D)a. En effet, soient x ∈ ∂(Da), x
1
n ∈ Da et x2

n 6∈ Da tel que x1
n −−→

n→∞
x

et x2
n −−→

n→∞
x et donc on a

z1
n = (x1

n, a) ∈ D, z2
n = (x2

n, a) 6∈ D.

Or

z1
n −−→

n→∞
(x, a) et z2

n −−→
n→∞

(x, a)

et donc (x, a) ∈ ∂D. En particulier si D = E1 × E2 alors ∂E1 ⊂ (∂D)a. Et enfin on

obtient

0 = Rν(∂D,B ∩ F2)

=

∫
B∩F2

α(ω, [∂D]X(ω))dP (ω)

≥
∫

B∩F2

α(ω, ∂E1)dP (ω) = Rν(∂E1, B ∩ F2).

Q.E.D.

Théorème 2.4.11 (Fischler [19]) Si {Yn} est G-stable avec une densité α et si Xn
P−→

X et g est une transformation de E×E dans E telle qu’il existe un ensemble négligeable

N telle que ν(ω,Dg) = 0 sur N c où Dg est l’ensemble des points de discontinuité de f

alors {g(Yn, Xn)} est aussi G-stable avec une densité νg où ν est définie dans le lemme

2.4.10.

Démonstration: D’après le lemme 2.4.10 on a que P ({(Yn, Xn) ∈ D} ∩B) est G-stable

avec une densité ν, ce qui implique donc d’après le théorème 2.4.4 que

P g ({(Yn, Xn) ∈ D} ∩B)

est G-stable avec une densité νg. Q.E.D.
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Théorème 2.4.12 Soit Xn une suite aléatoire G-stable avec densité α sur l’espace S =

(Ω,F , P ). Soit P ? une autre mesure de probabilité sur F , qui est absolument continue

par rapport à P . Alors la suite Xn est G-stable sur l’espace de probabilité S? = (Ω,F , P ?)

avec la même densité α.

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.5.5.

Théorème 2.4.13 Soit {Xn} une suite définie sur (Ω,F , P ) à valeurs dans E qui est G-

stable avec une densité α. et G une sous-tribu de F . Alors il existe un espace de probabilité

(Ω′, E ′, P ′), une application mesurable T : (Ω′, E ′) −→ (Ω,F), et une variable aléatoire

X ′ définie sur (Ω′, E ′) tel que si G ′ = T−1G et X ′
n(ω′) = Xn(Tω′) alors X ′

n −−→
n−→∞

X ′

(G ′-stable).

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.5.6.

2.5 Suites de variables aléatoires G-mélangeante dans

E

Définition 2.5.1 Une suite Yn de variable aléatoire de Ω dans E est dite G-mélangeante

si pour tout B ∈ G et A ∈ B avec P (Y ∈ ∂A) = 0,

lim
n→∞

P ({Yn ∈ A} ∩B) = P (B)P (Y ∈ A).

Théorème 2.5.2 Supposons que Yn
d−→ Y , où tous les Yn sont sur le même espace

(Ω,F , P ) à valeurs dans E. Alors il y a équivalence entre les conditions suivantes

a) Yn
d−→ Y (G-mélangeante);

b) Pour toute variable aléatoire fixée X,G-mesurable, on a

(Yn, X)
d−→ (Y ?, X),

où Y ? a la même loi que Y et indépendante de G.

c) Pour toute variable aléatoire fixée X,G-mesurable, on a

(Yn, X)
d−→ (Y ?, X), (G − stable)
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où Y ? a la même loi que Y et indépendante de G.

Démonstration: a) =⇒ b).

Soient A1 ∈ B, A2 ∈ B(IR) avec P (Y ∈ ∂A1) = 0 et P (X ∈ ∂A2) = 0. On a

lim
n→∞

P ((Yn, X) ∈ A1 × A2) = lim
n→∞

P (Yn ∈ A1, X ∈ A2)

= P (Y ∈ A1)P (X ∈ A2) d’après a)

= P (Y ? ∈ A1)P (X ∈ A2) car Y ? L
= Y

= P (Y ? ∈ A1, X ∈ A2)

car Y ? est indépendante de G.
Et P ((Y ?, X) ∈ ∂(A1×A2)) = 0 car P (Y ? ∈ ∂A1) = P (Y ∈ ∂A1) = 0 et P (X ∈ ∂A2) =

0.

D’où d’après le théorème A.3.8 on obtient la convergence en loi de (Yn, X) vers (Y,X).

b) =⇒ a).

Il suffit de prendre X = IIB avec et on aura

(Yn, IIB) =⇒ Z = (Y ?, IIB)

ce qui implique pour tout A ∈ B avec P (Y ? ∈ ∂A) = 0

lim
n→∞

P (Yn ∈ A, IIB = 1) = P (Z ∈ A× {1}) = P (Y ?)P ({1})

car Y ? est indépendante de G et P ((Y ?, X) ∈ ∂(A× {1}) = 0 car P (Y ? ∈ ∂A) = P (Y ∈
∂A) = 0.

c) ⇐⇒ a) d’après le théorème 1.3.4. Q.E.D.

Théorème 2.5.3 Soient Xn, Yn deux suites de variables aléatoires réelles, X, Y deux

variables aléatoires réelles définies sur le même espace, et g une fonction de E ×E dans

IR continue. Supposons que Xn
P−→ X. Si

Yn
d−→ Y (G −mélangeante),
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alors

g(Xn, Yn)
d−→ g(X,Y ?) (G − stable),

où Y ? a la même loi que Y et indépendante de G.

Démonstration: Identique à celle du théorème 1.6.7.
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CHAPITRE 3

THÉORÈME DE LA LIMITE

CENTRALE

3.1 Introduction

Ce chapitre est motivé par l’ensemble des travaux portant sur le théorème de limite

centrale pour les martingales, travaux initié par le premier théorème de ce genre dû à

Lévy(1935), suite à l’article de Bernstein(1927). Soit {Sn,Fn, n ≥ 1} une martingale

de carré intégrable, et d’espérance nulle. Et on note par Xn = Sn − Sn−1, n ≥ 2, et

X1 = S1 la différence de martingale. Lévy a introduit la variance conditionnelle pour les

martingales

V 2
n =

n∑
1

E(X2
i |Fi−1), (5)

qui joue un rôle important dans la théorie limite des martingales. Le résultat de Lévy

nécessitait l’hypothèse forte que pour tout n, V 2
n est constante presque sûrement. Plus

tard Billingsley(1961) et Ibragimov(1963) ont établi le théorème de limite centrale pour

des martingales de différences stationnaires et ergodiques. Pour de telles martingales la

condition de variance conditionnelle devient asymptotiquement constante:

s−2
n V 2

n
P−→ 1,
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où s2
n = E(V 2

n ) = E(S2
n).

D’autre améliorations ont été réalisées par Rosén(1967), Dvoretzky(1969,1971,

1972), Loynes(1969,1970) et Bergström(1970). Brown(1971) a montré que c’est la condi-

tion 5 qui est cruciale et non l’ergodicité ou la stationnarité. McLeish(1974) a introduit

une élégante méthode de preuve qui a abouti à un nouveau théorème de limite centrale

et de nouveaux principes d’invariances. Les conditions de principes d’invariances de

McLeish ont été un petit peu affaiblies par Aldous(1978). Les principes d’invariances de

martingales ont été étudiés en détails par Drogin(1972), Rootzén(1977,1980) et Gänssler

et Hänsler(1980). Durrett et Resnick(1978) ont présenté une approche unifiée pour

obtenir des principes d’invariance pour la convergence à plusieurs classes de distributions.

Aldous et Eagleson(1978) ont trouvé des conditions suffisantes pour qu’une martingale

converge stablement vers un mélange de distributions normales. Le fait de savoir que la

convergence est stable peut être utile pour plusieurs raisons:

a) Si une martingale converge stablement alors elle converge toujours si on fait un change-

ment de mesure absolument continue.

b) Si la convergence du théorème de limite centrale est stable alors si on normalise

aléatoirement on obtient encore un théorème de limite centrale.

c) Si la limite est stable le théorème de limite centrale peut être étendu à des indices

aléatoires. Fischler (1976) a prouvé un théorème de limite fonctionnelle pour des indices

aléatoires en utilisant l’idée de changement de temps aléatoire comme dans Billings-

ley(1968).

Pour le cas des martingales cádlàg Rebolledo [39] (1980) a montré, pour des martingales

locales à saut borné, que si

< Mn >t
P−→ A(t)

où A est une fonction réelle, continue et croissante, alors

Mn
d→M.
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3.2 Théorème de la limite centrale pour des martin-

gales continues

Soit C = C ([0,∞); IR) l’espace des fonctions continues muni de la topologie de la conver-

gence uniforme sur les compacts. Ceci est équivalent à dire que C est la limite projective

des espaces de Banach {C[0, n]; IR)}n≥1 munis de la norme sup. Soit aussi D l’espace des

fonctions càdlàg sur [0,∞) muni de la topologie de Skorohod définie par

d(x, y) = inf
λ∈Λ

[
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−ud(x, y, λ, u)du

]
,

où

d(x, y, λ, u) = sup
t≥0

q(x(t ∧ u), y(λ(t) ∧ u))

avec q(x, y) = min(|x−y, 1), Λ est l’ensemble des fonctions continues, croissante de [0,∞)

dans [0,∞) et Lipschitz tel que

γ(λ) = sup
s>t≥0

| log
λ(s)− λ(t)

s− t
| <∞.

Finalement dénotons pas M l’espace des martingales de carré intégrables à valeurs dans

C.

Théorème 3.2.1 Soit {Mn} une suite dans M. Si Mn est tendue dans C alors <Mn>

est aussi tendue dans C. Si Mn(0) est aussi tendue, alors on a l’équivalence.

Démonstration: Supposons que la suite Mn est tendue dans C.

Appliquons le critère d’Aldous (lemme A.4.2) pour montrer la tension de la suite

<Mn>. La condition (i) du critère d’Aldous est triviallement satisfaite car <Mn>0= 0

et <Mn>∈ C.

Pour vérifier la condition (ii), on appliquera le lemme A.4.4 avec

X(t) =<Mn>t+τn − <Mn>τn

et

Y (t) = sup
0≤s≤t

{Mn(s+ τn)−Mn(τn)}2,
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où τn est un temps d’arrêt uniformément borné par T pour tout n. Il faut noter que pour

tout temps d’arrêt prévisible τ , on a E(Xτ ) ≤ E(Yτ ).

Soit δn une suite de nombres positifs bornés par 1 et tendant vers zéro. D’après le

lemme A.4.4, on a, pour tout η > 0,

P (<Mn>τn+δn − <Mn>τn≥ ε) ≤ P (|Mn(τn + δn)−Mn(τn)| ≥ √
η)

+
η

ε2

≤ η

ε2
+ P {w(Mn, δn, [0, T + 1]) >

√
η} ,

où

w(x, δ, [a, b]) = sup
|t−s|≤δ,s,t∈[a,b]

|x(t)− x(s)|.

Comme Mn est tendue dans C, alors P
{
w(Mn, δn, [0, T + 1]) >

√
η
}

tend vers 0 lorsque

n→∞. Posons η = ε3. Alors

lim sup
n→∞

P {<Mn>τn+δn − <Mn>τn≥ ε} ≤ ε,

ce qui montre que la condition (ii) du lemme (A.4.2) est vérifiée. La suite <Mn> est

donc tendue dans C.

Réciproquement supposons que la suite <Mn> est tendue et que Mn(0) est tendue.

Comme Mn est continue, la condition (i) du lemme (A.4.2) est vérifiée.

En posant

X = {Mn(s+ τn)−Mn(τn)}2

et

Y =<Mn>s+τn − <Mn>τn ,

on a bien E(Xτ ) ≤ E(Yτ ), pour tout temps d’arrêt prévisible τ .

D’après le lemme A.4.4, on a, pour tout η > 0,

P {|Mn(τn + δn)−Mn(τn)| ≥ ε} ≤ P {< Mn >τn+δn − <Mn>τn> η}

+
η

ε2

pour tout ε, δ, η > 0. Or

<Mn>τn+δn − <Mn>τn>≤ w (<Mn>, δn, [0, T + 1])
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qui tend vers 0 lorsque n→∞ car <Mn> est tendue. En choisissant η = ε3, on obtient

lim sup
n→∞

P {|Mn(τn + δn)−Mn(τn)| ≥ ε} ≤ ε,

ce qui montre que la condition (ii) du lemme (A.4.2) est vérifiée. D’où la tension de la

suite Mn. Q.E.D.

Dans la suite on va énoncer un théorème de la convergence en loi d’une martingale avec

sa varition quadratique en faisant l’hypothèse que la martingale converge en loi. Plus

tard nous allons comparer ce résultat avec le théorème principal de cette section.

Mordecki [37] a montré qu’il y a une équivalence entre la convergence stable d’une mar-

tingale Xn vers une martingale X continue et à accroissement conditionnel indépendant

et la convergence en probabilité de la variance quadratique de Xn vers la variance quadra-

tique de X pour tout t ≥ 0. Le théorème suivant est un cas particulier du théorème 1 de

[37].

Théorème 3.2.2 Soit Mn une suite de martingales continues à carré intégrable définie

sur la base stochastique Bn = (Ω,F ,Fn, P ), avec Fn = (Fn
t : t ≥ 0). Considerons la

probabilité de transition Q(ω, dγ) de (Ω,F) à valeurs dans
(
C(IRd), C(IRd)

)
où C(IRd)

est la tribu de C(IRd) telle que pour tout ω ∈ Ω le processus canonique sur C(IRd) définie

par Xt(γ) = γt est une martingale continue. Soit M une martingale continue définie sur

(Ω,F ,F, P ) où Ω = Ω × C(IRd), F = F ⊗ C(IRd), P (dω, dγ) = P (dω)Q(ω, dγ), F =(
∩s>t(F ⊗ C(IRd) : t ≥ 0

)
. Si

Mn
d→M (F − stable)

alors

(Mn, < Mn >)
d→ (M,< M >) (F − stable).

Démonstration: D’après le théorème (2.3.3) il suffit de montrer que

(Mn, < Mn >)
L(P̃ )−−→ (M,< M >).

Comme

Mn
d→M (F − stable)
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alors d’après le théorème (2.3.3) on a

Mn
L(P̃ )−−→M.

Or on sait que la variation quadratique est invariante par tout changement de mesure

absolument continue [27], et donc en appliquant le théorème (A.7.9) sous P̃ on obtient

que

(Mn, < Mn >)
L(P̃ )−−→ (M,< M >).

Dans toute la suite toutes les martingales et les mouvements browniens sont réels.

Théorème 3.2.3 Soit {Bn}n≥1 une suite de mouvements browniens pour leurs filtra-

tions naturelles Fn(t) = σ(Bn(s); s ≤ t). Soit (Mn,Fn)n≥1 une suite de L2-martingales

continues telle que Mn(0) est tendue. Supposons que

(i) Pour tout t > 0, il existe p = p(t) > 2 tel que supnE(|Mn(t)|p) <∞,

(ii) <Mn> est tendue sur C,
(iii) <Mn, Bn> converge en loi vers 0 dans C.

Alors la suite (Mn, <Mn>,<Mn, Bn>,Bn)n≥1 est tendue dans C4 et l’ensemble des points

limites de (Mn, <Mn>,<Mn, Bn>,Bn) est de la forme (M,A, 0, B), où B est un mouve-

ment brownien par rapport à sa filtration naturelle Ft = σ(B(s); s ≤ t), (M(t),Ft; t ≥ 0)

est une L2-martingale et A =<M>. De plus M = W ◦ A, où W est un mouvement

brownien indépendant de A et de la filtration Ft, t ≥ 0.

Corollaire 3.2.4 Soit {Bn} une suite de mouvement browniens pour leurs filtrations

naturelles Fn(t) = σ(Bn(s); s ≤ t). Et soit {Mn(t),Fn(t); t ≥ 0}n≥1 une suite de L2-

martingales continues tel que Mn(0) = 0. Supposons que

(i) Pour tout t > 0, il existe p = p(t) > 2 tel que supnE(|Mn(t)|p) <∞,

(ii) <Mn> converge en loi dans C vers A,

(iii) < Mn, Bn >=⇒ 0 dans C.

Alors la suite (Mn, <Mn>)n≥1 converge en loi vers (M,A) où M = W ◦ A avec W

un mouvement brownien indépendant de A et de la filtration Ft, t ≥ 0.
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Corollaire 3.2.5 Soit B un mouvement brownien pour sa filtration naturelle F(t) =

σ(B(s); s ≤ t). Et soient (Fn)n≥0 une famille de σ-algèbre telle que F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ F
et (Mn,Fn) une suite de L2-martingales continues tel que Mn(0) = 0. Supposons que

(i) Pour tout t > 0, il existe p = p(t) > 2 tel que supnE(|Mn(t)|p) <∞,

(ii) <Mn> converge en probabilité vers A,

(iii) < Mn, B >=⇒ 0 dans C.

Alors la suite (Mn, <Mn>)n≥1 converge stablement vers (M,A) où M = W ◦ A avec

W un mouvement brownien indépendant de A et de la filtration Ft, t ≥ 0.

Remarque 3.2.6 Le résultat du corollaire 3.2.4 est plus intéressant que le théorème

3.2.2 car en pratique on a de l’information sur la variation quadratique d’une martingale

et on veut savoir le comportement de la martingale elle même. De plus les conditions du

corollaire 3.2.4 sont faciles à vérifier.

Démonstration du théorème 3.2.3: Soit

Zn = (Mn, <Mn>,<Mn, Bn>,Bn).

Comme Bn et <Mn, Bn> convergent en loi dans C, alors ils sont tendus. De plus, par

hypothèse Mn(0) est tendue et <Mn> est tendue dans C. Donc d’après le théorème

3.2.1, Mn l’est aussi. Par conséquent, Zn est une suite tendue dans C4 car le produit

d’ensembles compacts est compact.

D’après le théorème de Skorohod A.4.5, il existe une sous-suite nk, un espace de prob-

abilité (Ω′,F ′, P ′), des processus continus {Z ′nk
} et Z ′ définis sur (Ω′,F ′, P ′) tels que

Znk

L
= Z ′nk

(k = 1, 2, . . .) et

lim
k→∞

sup
0≤t≤T

|Z ′nk
(t)− Z ′(t)| = 0 p.s.,

pour tout T > 0.

Posons

Z ′nk
= (M ′

nk
, A′nk

, C ′
nk
, B′

nk
)
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et

Z ′ = (M ′, A′, C ′, B′).

Nous allons montrer que B′
nk

est un mouvement brownien par rapport à sa filtration

naturelle Gnk
(t) = σ{B′

nk
(s); 0 ≤ s ≤ t}, que (M ′

nk
(t),Gnk

(t); t ≥ 0) est une L2-martingale

avec <M ′
nk
>= A′nk

et <M ′
nk
, B′

nk
>= C ′

nk
.

Le fait que B′
nk

soit un mouvement brownien par rapport à sa filtration naturelle vient

du fait que B′
nk

est continu et que la loi jointe de B′
nk

(t1) , . . . , B′
nk

(td) est la même que

celle de Bnk
(t1), . . . , Bnk

(td), pour 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ td. La limite B′ est donc aussi un

mouvement brownien par rapport à sa filtration naturelle Gt = σ{B′(s) : s ≤ t}.
Soit O une boule ouverte de IRd et définissons les événements

Enk
= {(Bnk

(s1), . . . , Bnk
(sd)) ∈ O}

et

E ′
nk

= {(B′
nk

(s1), . . . , B
′
nk

(sd)) ∈ O},

où 0 ≤ s1 ≤ s2 · · · , ss ≤ s.

Comme Z ′nk

L
= Znk

, alors si s ≤ t, on a

E
[{
M ′

nk
(t)−M ′

nk
(s)
}
IIE′nk

]
= E

[
{Mnk

(t)−Mnk
(s)} IIEnk

]
= 0,

car Mnk
est une martingale. De la même façon, on montre que

E
[{

(M ′
nk

)2(t)− (M ′
nk

)2(s)− A′nk
(t) + A′nk

(s)
}
IIE′nk

]
= 0,

et

E
[{
M ′

nk
(t)B′

nk
(t)−M ′

nk
(s)B′

nk
(s)− C ′

nk
(t) + C ′

nk
(s)
}
IIE′nk

]
= 0.

Comme les événements Enk
et E ′

nk
définis ci-dessus génèrent respectivement Fnk

(s) et

Gnk
(s), on en déduit que (M ′

nk
(t),Fnk

(t); t ≥ 0) est une martingale, que < M ′
nk
>= A′nk

et < M ′
nk
, B′

nk
>= C ′

nk
.

Finalement, comme lesB′
nk

sont des mouvements browniens convergeant presque sûrement

vers B′, 1E′nk
converge presque sûrement vers 1E′ , où

E ′ = {(B′(s1), . . . , B
′(sd)) ∈ O}.
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Puisque pour t fixés, il existe p > 2 tel que supnE(|Mn(t)|p) <∞, les suites{
M ′

nk
(t)−M ′

nk
(s)
}
IIE′nk

,{
(M ′

nk
)2(t)− (M ′

nk
)2(s)− A′nk

(t) + A′nk
(s)
}
IIE′nk

et {
M ′

nk
(t)B′

nk
(t)−M ′

nk
(s)B′

nk
(s)− C ′

nk
(t) + C ′

nk
(s)
}
IIE′nk

sont uniformément intégrables. Pour ce faire, il suffit de montrer, d’après l’inégalité de

Markov, que chacune des quantités est bornée en norme Lr, pour un certain r > 1.

Pour ce faire, comme Znk
et Znk

ont même loi, on a

sup
n
‖ {Mnk

(t)−Mnk
(s)} IIEnk

‖p ≤ sup
n
‖Mnk

(t)‖p + sup
n
‖Mnk

(s)‖p <∞,

sup
n

∥∥{M2
nk

(t)−M2
nk

(s)− Ank
(t) + Ank

(s)
}
IIEnk

∥∥
p
2

≤ sup
n
‖Mnk

(t)‖2 + sup
n
‖Mnk

(s)‖2

+ sup
n
‖Ank

(t)‖ p
2

+ sup
n
‖Ank

(s)‖ p
2

< ∞,

d’après l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (théorème A.7.3). Finalement, utilisant

le lemme A.7.2, on a

sup
n

∥∥∥{Mnk
(t)Bnk

(t)−Mnk
(s)Bnk

(s)− Cnk
(t) + Cnk

(s)} IIE′nk

∥∥∥
p
2

≤ sup
n
‖Mnk

(t)Bnk
(t)‖ p

2
+ sup

n
‖Mnk

(s)Bnk
(s)‖ p

2

+ sup
n
‖Cnk

(t)‖ p
2

+ sup
n
‖Cnk

(s)‖ p
2

≤ sup
n
‖Mnk

(t)‖p sup
n
‖Bnk

(t)‖p + sup
n
‖Mnk

(s)‖p sup
n
‖Bnk

(s)‖p

+t sup
n
‖Ank

(t)‖ p
2

+ s sup
n
‖Ank

(s)‖ p
2

< ∞.

Utilisant le lemme A.2.3, on peut conclure que

E[(M ′(t)−M ′(s))IIE′ ] = lim
k→∞

E
[{
M ′

nk
(t)−M ′

nk
(s)
}
IIE′nk

]
= 0,
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E
[{

(M ′)2(t)− (M ′)2(s)− A′(t) + A′(s)
}
)IIE′

]
= lim

k→∞
E
[{

(M ′
nk

)2(t)− (M ′
nk

)2(s)− A′nk
(t) + A′nk

(s)
}
)IIE′nk

]
= 0,

et

E [{M ′(t)B′(t)−M ′(s)B′(s)})IIE′ ]

= lim
k→∞

E
[{
M ′

nk
(t)B′

nk
)(t)−M ′

nk
(s)B′

nk
)(s)− C ′

nk
(t) + C ′

nk
(s)
}
IIE′nk

]
= 0.

Donc (M ′(t),Gt; t ≥ 0) est une L2-martingale car les événements E ′ définis précédemment

génèrent Gs. De la même façon, on obtient que A′ =<M ′> et <M ′, B′>= 0.

Enfin il reste à montrer queM ′ = W ′◦A′, oùW ′ est un mouvement brownien indépendant

de A′ et de la filtration Gt, pour tout t ≥ 0.

Comme <M ′, B′>= 0, d’après le théorème A.7.4, il existe un mouvement brownien W ′

indépendant de B′ tel que M ′(t) = W ′(< M ′ >t) = W ′(A′(t)). Or M ′(t) est mesurable

par rapport à Gt, et comme A′(t) =<M ′>t, il en résulte que A′ est aussi mesurable par

rapport à Gt. Donc W ′ est indépendant de A′. On peut donc conclure que Znk
converge

en loi vers (W ′ ◦ A′, A′, 0, B′). Q.E.D.

Démonstration du corollaire 3.2.4: L’hypothèse (ii) implique que <Mn> est

tendue dans C. Et donc, d’après le théorème précédent, on sait que l’ensemble des points

limites est de la forme (M,A, 0, B). Comme A est uniquement déterminé en loi, par

conséquent la suite Mn converge en loi vers W ◦ A où W est un mouvement brownien

indépendant de A et de la filtration Ft, t ≥ 0. et par conséquent la suite (Mn, <Mn>)

converge en loi dans C2 vers (W ◦ A,A). Q.E.D.

Démonstration du corollaire 3.2.5: Soit X = II(B(t1)∈U1,...,B(tm)∈Um). Nous allons

montrer que pour toute fonction continue et bornée sur C,

E[f(Mnk
)X] → E[f(W ◦ A)X].
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Comme (Mnk
, X)

L
= (M ′

nk
, II(B′nk

(t1)∈U1,...,B′nk
(tm)∈Um)) alors

E[f(Mnk
)X] = E[f(M ′

nk
)II(B′nk

(t1)∈U1,...,B′nk
(tm)∈Um)]

→ E[f(M ′)II(B′(t1)∈U1,...,B′(tm)∈Um)]

= E
[
f(W ′ ◦ A′)II(B′(t1)∈U1,...,B′(tm)∈Um)

]
,

où W ′ est un mouvement brownien indépendant de A′. Il reste donc à montrer

E
[
f(W ′ ◦ A′)II(B′(t1)∈U1,...,B′(tm)∈Um)

]
= E

[
f(W ◦ A)II(B(t1)∈U1,...,B(tm)∈Um)

]
.

Or An converge en probabilité vers A alors on a que

(A,B)
L
= (A′, B′).

Et comme W ′ est indépendant de A′ et B′ et W est indépendant de A et B alors

(W ′, A′, B′)
L
= (W,A,B) ce qui implique que

E
[
f(W ′ ◦ A′)II(B′(t1)∈U1,...,B′(tm)∈Um)

]
= E

[
f(W ◦ A)II(B(t1)∈U1,...,B(tm)∈Um)

]
.

Comme la limite ne dépend pas de la suite, on conclut que E(f(Mn)X) tend vers

E [f(W ◦ A)X] .

Comme les événements de la forme (B(t1) ∈ U1, . . . , B(tm) ∈ Um) engendrent F , on

peut conclure, d’après le théorème 1.3.9 que Mn converge stablement vers W ◦ A et par

conséquent (Mn, < Mn >) converge stablement vers (W ◦ A,A). Q.E.D.
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CHAPITRE 4

EXEMPLES D’APPLICATION

4.1 Exemple 1

Ikeda & Watanabe [24] se sont intéressés à étudier la convergence de la distribution

1

u(λ)

∫ λt

0

f(X(s))ds

quand λ tend vers l’infini, où u est une fonction de normalisation et f une fonction

continue à support compacte. La convergence sera différente dépendament si

f =

∫
IR

f(x)dx = 0 où f 6= 0.

Ikeda & Watanabe [24] ont étudié deux cas le premier u(λ) =
√
λ et f 6= 0 et le deuxième

cas, et c’est le cas qui nous intéresse et dont on va le démontrer, u(λ) = λ
1
4 et f = 0.

Soit B un mouvement brownien et soit V une fonction continue telle que

V (x) = 0 pour |x| ≥ K > 0 et

∫ ∞

−∞
V (y)dy = 0.

Posons

F (x) =

∫ x

−∞
V (y)dy

et

G(x) =

∫ x

−∞
F (y)dy.
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Alors F est continue et à support compact car

F (x) = 0 si x ≤ −K,

et

F (x) = F (K) =

∫ ∞

−∞
V (y)dy = 0, si x ≥ K.

Donc G est bien définie et est bornée. En effet,

G(x) = 0 si x ≤ −K,

et

G(x) = G(K) =

∫ K

−K

F (y)dy, si x ≥ K.

De plus, G′ = F et G′′ = V . On va montrer la convergence en loi du processus
1

2n1/4

∫ nt

0

V (Bs)ds. D’après la formule d’Itô (Théorème A.7.8), on a

G(Bt) = G(0) +

∫ t

0

F (Bs)dBs +
1

2

∫ t

0

V (Bs)ds.

Comme G est bornée, on a

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣ 1

2n1/4

∫ nt

0

V (Bs)ds+
1

n1/4

∫ nt

0

F (Bs)dBs

∣∣∣∣→ 0

lorsque n→∞. Posons

Mn(t) =
1

n
1
4

∫ nt

0

F (Bs)dBs = n
1
4

∫ t

0

F (
√
nBn(s))dBn(s).

où Bn(u) = B(nu)/
√
n, u ≥ 0. On remarque que Bn est un mouvement brownien et que

(Mn,Fn(t)) est une martingale de carré intégrable, où Fn(t) = σ{Bn(s); 0 ≤ s ≤ t}.
Vérifions les conditions du corollaire 3.2.4. Montrons d’abord la convergence en loi de

<Mn>t. On a

<Mn>t =
1√
n

∫ nt

0

F 2(Bs)ds =
√
n

∫ t

0

F 2(
√
nBn(u))du (en posant u =

s

n
)

L
=

√
n

∫ t

0

F 2(
√
nBu)du car {B} L

= {n−
1
2Bn}

=
√
n

∫
IR

F 2(
√
nx)φ(t, x)dx d’après le théorème A.8.2,

= <M ′
n>t,
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où M ′
n(t) = n1/4

∫ t

0
F (
√
nBu)dBu et où φ(t, x) est le temps local du mouvement brownien

B au point x (voir définition A.8.1).

Donc

<M ′
n>t=

∫
IR

F 2(y)φ(t,
y√
n

)dy → φ(t, 0)

∫
IR

F 2(y)dy quand n→∞,

pour tout t > 0.

Or la convergence presque sûre du processus croissant pour t fixé implique la convergence

en loi des lois multidimensionnelles, et comme φ(t, 0) est continue sur [0,∞), ceci qui

implique la tension (théorème A.4.6) et par conséquent la convergence dans C. D’où

1√
n

∫ nt

0

F 2(Bs)ds
d→ ‖F‖2φ(t, 0)

où ‖F‖2 =

∫
IR

F 2(x)dx.

Calculons ‖F‖2. Comme V̄ =
∫ K

−K
V (y)dy = 0, on a

‖F‖2 =

∫ ∞

−∞
F 2(x)dx

=

∫ K

−K

∫ x

−K

∫ x

−K

V (y)V (z)dzdydx

=

∫ K

−K

∫ K

−K

∫ K

max(y,z)

V (y)V (z)dxdzdy

=

∫ K

−K

∫ K

−K

(K −max(y, z))V (y)V (z)dzdy

= −
∫ K

−K

∫ K

−K

max(y, z)V (y)V (z)dzdy

= −1

2

∫ K

−K

∫ K

−K

(y + z + |y − z|)V (y)V (z)dzdy

= 0 + 0− 1

2

∫ K

−K

∫ K

−K

|y − z|V (y)V (z)dzdy

= −1

2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|y − z|V (y)V (z)dzdy,

car max(y, z) = y+z+|y−z|
2

.

Donc on a montré que <Mn>t converge en loi dans C vers At = ‖F‖2φ(t, 0), où φ(t, 0)/
√
t
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est de loi normale tronquée, dont la fonction de répartition est définie par√
2

π

∫ x

0

e−
y2

2 dy, x ≥ 0,

d’après Darling & Kac [13] p(418) théorème 1 en prenant h(s) = s−
1
2 , ce qui correspond

au cas α = 1
2
.

En effet, Bt est un processus de Markov de transition

Pt(x, dy) = Pt(x, y)dy =
1√
2πt

e−
(x−y)2

2t dy,

et F 2 vérifie l’hypothèse (A) du théorème A.9.1.

Pour montrer cela, calculons ps(x, y). On a

ps(x, y) =

∫ ∞

0

e−stPt(x, y)dt =

∫ ∞

0

1√
2πt

e−st− (x−y)2

2t dt

=
e−

√
2s|x−y|
√

2s

Donc en prenant h(s) = s−1/2, on obtient que

1

h(s)

∫
F 2(y)ps(x, y)dy → C = ‖F‖2/

√
2,

uniformément, pour tous les x tels que F (x) 6= 0.

On en déduit que
1

C
√
nt

∫ nt

0

F 2(B(s))ds

converge en loi vers une loi de Mittag-Leffler d’indice α = 1/2. De plus,

lim
n→∞

E{<Mn,Mn>
k
t } = tk/2Ckk!/Γ(k/2 + 1).

D’après l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, e.g. théorème A.7.3, il existe une con-

stante b telle que

E[M4
n] ≤ bE[<Mn>

2].

De plus, d’après Darling & Kac [13] p(418), on obtient que

lim
n→∞

E[<Mn>
2
t ] = 2tC2 = t‖F‖4 ≤ ∞.
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Par conséquent, la condition (i) du corollaire 3.2.4 est vérifiée en prenant p = 4.

Enfin vérifions que < Mn(t), Bn(t) > converge en loi vers zéro. On a

< Mn(t), Bn(t) > = n
1
4 <

∫ t

0

F (
√
nBn(s))dBn(s),

∫ t

0

dBn(s) >

= n
1
4

∫ t

0

F (
√
nBn(s))ds

L
= n

1
4

∫ t

0

F (
√
nB(s))ds

= n
1
4

∫
IR

F (
√
nx)φ(t, x)dx

=
1

n
1
4

∫
IR

F (y)φ(t,
y√
n

)dy → 0× φ(t, 0)

∫
IR

F (y)dy.

Par conséquent, d’après le corollaire 3.2.4 Mn converge en loi dans C vers un processus

de la forme W (A(t)) = B(‖F‖φ(t, 0)).

4.2 Exemple 2

Darling & Kac [13](1957) ont montré que la limite de la distribution

1

u(t)

∫ t

0

V (x(s))ds (6)

où x est un processus de Markov avec transition stationnaire, u(t) est une fonction de

normalisation et V une fonction non-négative est une distribution de Mittag-Leffler. Plus

tard (1977) Kasahara [29] a amélioré ce résultat en supposant que la fonction V est de

signe quelconque et vérifiant
∫
V (x)dx = 0. Il a montré que la limite sera une distribution

bilatérale de Mittag-Leffler [29]. Dans cet exemple on va montrer en utilisant le corollaire

3.2.4 la convergence de la distribution 6 pour u(t) =
√

log t.

Soient V : IR2 7→ IR2 une fonction continue à support compact telle que∫
IR2

V (x)dx = 0,

et B un mouvement brownien à valeurs dans IR2. Posons ‖V ‖2 =
∫

IR2 |V (x)|2dx, et

Mn(t) =
1√

log n

∫ nt

0

V (B(s))>dB(s) =

√
n√

log n

∫ t

0

V (
√
nBn(s))>dBn(s),
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où Bn(s) = B(ns)/
√
n.

Alors

<Mn>t=
1

log n

∫ nt

0

|V (Bs)|2ds =
n

log n

∫ t

0

|V (
√
nBn(s))|2ds.

Comme B et Bn sont des mouvements browniens, donc des L2-martingales continues et V

est une fonction continue bornée alors d’après le lemme A.7.5, Mn est une L2-martingale

continue.

Montrons que <Mn> converge en loi dans C vers un processus constant A de loi exponen-

tielle. Pour cela on va utiliser les résultats de Darling & Kac [13]. Considérons xt = Bt,

qui est un processus de Markov de transition

Pt(x, dy) = Pt(x, y)dy =
1

2πt
e−

‖x−y‖2
2t dy,

Montrons que |V |2 vérifient l’hypothèse (A) du théorème A.9.1. Pour cela, calculons

ps(x, y). On a

ps(x, y) =

∫ ∞

0

e−stPt(x, y)dt =
1

2π

∫ ∞

0

e−st− ‖x−y‖2
2t

t
dt.

Calculons maintenant

∫ ∞

0

e−st−a
t

t
dt avec a = ‖x−y‖2

2
. Posons u =

√
s
a
t. On a

∫ ∞

0

e−st−a
t

t
dt =

∫ ∞

0

e−
√

sa(u+ 1
u
)

u
du

=

∫ +∞

−∞
e−

√
sa(ey+e−y)dy en posant u = ey

= 2

∫ ∞

0

e−2
√

sa cosh ydy = 2K0(2
√
sa),

où Kν est la fonction de Bessel d’ordre ν et de second type, d’expression

Kν(z) =
Γ(1

2
)(1

2
z)ν

Γ(ν + 1
2
)

∫ ∞

0

e−z coshΦ(sinh Φ)2νdΦ,

pour ν, z ∈ C tel que Rel(ν + 1
2
) > 0 et |argz| < π

2
.

D’où

ps(x, y) =
1

π
K0(

√
2s‖x− y‖).
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Or, d’après Abramowitz and Stegun [1, (9.6.8), p. 378]),

lim
z→0

K0(z)

log 1/z
= 1.

Donc

K0(
√

2s‖x− y‖) =
1

2π
log

1

s
− 1

π
log ‖x− y‖+O(1) s→ 0.

Ceci implique ∫
IR2

ps(x, y)|V (y)|2dy ∼
(
‖V ‖2

2π
log

1

s

)
, lorsque s→ 0.

Donc, pour h(s) = 1
2π

log(1/s), |V |2 vérifie l’hypothèse (A). Ce qui implique, en appli-

quant le théorème A.9.1 avec α = 0 et L(1/s) = 1
2π

log(1/s) que pour t fixé, <Mn>t

converge en loi vers A, de loi exponentielle d’espérance ‖V ‖2
2π

pour t > 0.

La suite <Mn>t ne peut pas être tendue sur [0,∞) car la limite est constante pour t > 0.

En t = 0, la valeur devrait être 0. Il y a donc discontinuité. Par contre la suite est

tendue sur [s,∞) pour s > 0. Pour le prouver on va utiliser le théorème A.4.6. On a

déjà montré que <Mn>t converge en loi vers A pour t > 0 de plus pour tout 0 < s < t

on a

E[<Mn>t − <Mn>s] = E

[
1

log n

∫ ns

nt

|V (Bu)|2du
]

=
1

log n

∫ ns

nt

1

2πu

(∫
IR2

|V (y)|2e−
‖y‖2
2u dy

)
du.

Or, d’après Darling & Kac [13] p(418), E (<Mn>t) converge vers E(A) = ‖V ‖2
2π

, pour

tout t > 0. Donc E[<Mn>t − <Mn>s] → 0.

Comme <Mn>t − <Mn>s≥ 0, on a donc

<Mn>t − <Mn>s
P→ 0.

Donc, d’après le lemme A.2.4, on obtient la convergence multidimensionnelle de (<Mn>t1

, <Mn>t2 , . . . , <Mn>tk) vers (A,A, . . . , A). Comme le processus A est constant pour

t > 0, il est continu sur (0,∞), ce qui implique, d’après le théorème A.4.6, que <Mn>
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est tendue sur C(s,∞). Donc on a montré que <Mn> converge vers A dans C(s,∞).

D’autre part, d’après l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, e.g. théorème A.7.3, il

existe une constante b telle que

E[M4
n] ≤ bE[<Mn>

2].

Or d’après Darling & Kac [13] p(418), on a

lim
n→∞

E[<Mn>
2] =

‖V ‖4

2π2
<∞

et donc la condition (i) du corollaire 3.2.4 est vérifiée.

Enfin il reste à montrer que < Mn(t), Bn(t) >→ 0. On a

< Mn(t), Bn(t) > =
1√

nlog n
<

∫ nt

0

V (Bs)
>dBs,

∫ nt

0

dBs >

=

√
log n√
n

1

log n

∫ nt

0

V (Bs)ds.

Or Darling & Kac [13] p(418) ont montré que pour toute fonction F non- négative

vérifiant la condition (A),
1

log n

∫ nt

0

F (Bs)ds

converge en loi vers une variable de loi exponentielle. Dans notre cas chacune des

composantes de V est de signe quelconque mais il suffit d’écrire Vi = V +
i − V −

i où

V +
i = max(Vi, 0) et V −

i = min(−Vi, 0), i = 1, 2. Comme
1

log n

∫ nt

0

V ±
i (Bs)ds converge

en loi, on en déduit que
1√

n log n

∫ nt

0

V ±
i (Bs)ds

converge en probabilité vers 0 et donc chacune des composantes de < Mn(t), Bn(t) >

converge en loi vers 0.

Par conséquent d’après le corollaire 3.2.4 Mn converge en loi dans C([s,∞]) vers un

processus constant de la forme W (A) qui est distribué selon une loi double exponentielle.
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En effet

E[eiθW (A)] = E
[
E[eiθW (A)|A]

]
= E[e−

θ2

2
A]

=
1

1 + θ2 ‖V ‖2
4π

=

∫ ∞

−∞
eiθy e

−|y|/β

2β
dy,

où β = ‖V ‖
2
√

π
.

Remarque 4.2.1 Il est à noter que contrairement au cas d = 1,

<M ′
n>t=

n

log n

∫ t

0

V 2(
√
nBu)du

ne converge pas en probabilité car le temps local n’existe pas en dimension 2.

4.3 Exemple 3

Rootzén [46] a considéré l’approximation de l’intégrale d’Itô
∫ t

0
φdB(s) où B est mouve-

ment brownien. Il a traité le cas spécial où φ(t) = f(B(t), t) et il a approximé l’intégrale∫ t

0
f(B(s), s)ds. En dénotant par dn l’erreur de l’approximation Rootzén a montré sous

certaines conditions sur f que

n
1
2dn

d→ W ◦ τ

où W est un mouvement brownien indépendent de τ et

τ =
1

2

∫ t

0

∂f(B(s), s)2

∂s
ds.

Dans cet exemple on redémontre un résultat de Rootzén [46] (théorème 2.1) comme

conséquence du corollaire 3.2.4 pour une sous-classe de fonctions (on a ajouté l’hypothèse

que supx,t |
∂

∂x
f(x, t)| <∞).

Soit f une fonction de IR2 dans IR dérivable en x telle que

∀s, t ∈ [0, 1],∃K > 0, tel que sup
x∈IR

|f(x, s)− f(x, t)| ≤ K|t− s|
1
2
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et
∂

∂x
f(x, t) est continue et telle que supx,t |

∂

∂x
f(x, t)| < ∞. Et soit B un mouvement

brownien. Soient

φ(t) = f(B(t), t)

et

φn(t) =
n−1∑
i=0

f(B(
i

n
),
i

n
)II{ i

n
≤t≤ i+1

n
}.

Posons

Mn(t) =
√
n

∫ t

0

(φ(s)− φn(s))dBs.

Alors

<Mn>t= n

∫ t

0

(φ(s)− φn(s))2ds.

Rootzén [46] (p248) a montré que pour tout t ∈ [0, 1]

<Mn>t−−→
p

At =
1

2

∫ t

0

(
∂f

∂x
(Bs, s))

2ds.

En particulier <Mn> converge en loi vers A dans C([0, 1]). D’autre part

< Mn(t), B(t) > = <
√
n

∫ t

0

(φ(s)− φn(s))dBs,

∫ t

0

dB(s) >

=
√
n

∫ t

0

(φ(s)− φn(s))ds.

Or Rootzén [46] (p247) a montré que pour tout t ∈ [0, 1]

sup
0≤t≤1

√
n

∫ t

0

(φ(s)− φn(s))ds
P−→ 0

et donc

< Mn(t), B(t) >=⇒ 0 ∀t ∈ [0, 1].

Enfin montrons que supnE[M4
n] <∞.

On a

< Mn >
2
t = n2

(∫ t

0

(φ− φn)2ds

)2

≤ tn2

∫ t

0

(φ− φn)4ds.
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Or

n2

∫ t

0

(φ− φn)4ds = n2

∫ t

0

[
f(B(s), s)−

n−1∑
i=0

f(B(
i

n
),
i

n
II{ i

n
≤s≤ i+1

n
}

]4

ds

≤ n2

n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

[
f(B(s), s)− f(B(

i

n
),
i

n
)

]4

ds

≤ 24n2

n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

(
f(B(s), s)− f(B(s),

i

n
)

)4

+

(
f(B(s),

i

n
)− f(B(

i

n
),
i

n
)

)4

≤ 24n2

n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

K(s− i

n
)2 + cst (B(s)−B(

i

n
))4

et donc

E[< Mn >
2
t ] ≤ 24 1

3
K + cst n2

n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

E[(B(s)−B(
i

n
))4]ds

≤ cst+ cst n2

n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

(s− i

n
)
2

ds

= cst+ cst n2 × n× 1

3n3
= cst <∞.

Par conséquent, d’après le corollaire 3.2.4 Mn converge en loi dans C([0, 1]) vers un

processus de la forme W (1
2

∫ t

0
∂f
∂x

(Bs, s)
2ds).

4.4 Exemple 4

Dans cet exemple on voudra étudier le comportement de l’estimateur de maximum de

vraisemblance θ̂. Feigin [18] avait montré que si Mt est une martingale de carré intégrable

alors
Mt√
< Mt >

converge en loi vers une normale. On montrera dans cet exemple qu’on

pourra écrire eθt(θ̂t − θ) sous la forme eθt Mt

< Mt >
qui converge en loi vers Z qui est de
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loi de Cauchy.

Pour cet exemple on va supposer que l’espace (Ω,F , P ) est le cas classique de Ω =

C([0, 1] : IR) sur lequel on sait qu’on peut construire un nombre arbitraire de mouve-

ments brownien indépendant.

Considérons la classe des diffusions gaussiennes de dimension un qui sont solution de

l’équation différentielle stochastique :

dXt = θXtdt+ dWt, X0 = 0, (7)

où θ > 0 et W est le mouvement brownien standard de dimension un. On a

d(e−θsXs) = e−θs(dXs − θXsds) = e−θsdWs

en intégrant entre 0 et t on aura

e−θtXt =

∫ t

0

e−θsdWs (8)

et donc la solution de l’équation (7) est

Xt =

∫ t

0

eθ(t−s)dWs.

D’après le théorème A.10.2 cette solution est unique. Cette solution unique induit une

mesure de probabilité Pθ (évidement unique ) sur (Ω,F) c’est à dire Pθ est l’image de P ′

par l’application ω′ ∈ Ω′ → X(ω′) ∈ Ω.

On observe l’échantillon Xs s ∈ [0, t] de paramètre θ. Comme Xt est un processus continu

(car W est continue) donc

At =

∫ t

0

X2
sds <∞ ∀t > 0.

Alors d’après le théorème A.10.3 en prenant θ(0) = 0 la fonction de vraisemblance est

Lt(θ) =
dP t

θ

dP t
θ(0)

= e(Ntθ− 1
2
θ2It),

où

Nt =

∫ t

0

XsdXs
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et

It =

∫ t

0

X2
sds.

Calculons l’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂.

∂

∂θ
log(Lt(θ)) = Nt − θIt

=⇒
θ̂t = I−1

t Nt.

D’autre part posons

Ht = e−θtXt =

∫ t

0

e−θsdWs

d’après 8. Or

E[H2
t ] =

∫ t

0

e−2θsds =
1− e−2θt

2θ
≤ 1

2θ
<∞

ce qui implique d’après le théorème A.7.6 qu’il existe H∞ tel que

Ht = e−θtXt −−→
t→∞

H∞ p.s. (9)

De plus H∞ est distribuée selon une loi normale N(0, 1
2θ

). Appliquons la formule d’Itô

pour Xt avec f(x) =
x2

2
, on aura donc

X2
t

2
= Nt +

t

2

ce qui implique

Nt =
1

2
(e2θtH2

t − t).

Donc

eθt(θ̂t − θ) = eθt(
Nt

It
− θ) = eθt

( 1
2
e2θtH2

t − t
2

It
− θ

)
=

eθt

2It
(e2θtH2

t − t− 2θIt).

Or

It =

∫ t

0

e2θsH2
sds ∼

e2θt

2θ
H2

t ∼
e2θt

2θ
H2
∞,
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ce qui implique

eθt(θ̂t − θ) ∼ θe−θt

H2
t

(
e2θtH2

t − t− 2θ

∫ t

0

e2θsH2
sds

)
.

D’autre part ∫ t

0

e2θsH2
sds =

∫ t

0

e2θs(Hs −Ht +Ht)
2ds

=

∫ t

0

e2θs(Hs −Ht)
2ds+H2

t

∫ t

0

e2θsds

+2Ht

∫ t

0

e2θs(Hs −Ht)ds.

Mais ∫ t

0

e2θsds =
e2θt − 1

2θ
∼ e2θt/(2θ)

et

E

{∫ t

0

e2θs(Hs −Ht)
2ds

}
∼ t

2θ
.

D’où

eθt(θ̂t − θ) ∼ 4θ2e−θt

Ht

∫ t

0

e2θs(Ht −Hs)ds

Comme Ht −Hs est distribuée selon une loi normale, alors

4θ2e−θt

∫ t

0

e2θs(Ht −Hs)ds

converge en loi vers Z, distribuée selon une loi normale de moyenne nulle et de variance

2θ2, car

σ2
t = Var

(
4θ2e−θt

∫ t

0

e2θs(Ht −Hs)ds

)
= 16θ4e−2θt

∫ t

0

∫ t

0

e2θse2θs′
∫ t

max (s,s′)

e−2θududsds′

= 8θ3e−2θt

∫ t

0

∫ t

0

e2θ(s+s′)
(
e−2θ max (s,s′) − e−2θt

)
dsds′

= 16θ3e−2θt

∫ t

0

∫ s

0

e2θs′
(
1− e−2θ(t−s)

)
ds′ds

= 8θ2

∫ t

0

(
1− e−2θs

) (
e−2θs − e−2θt

)
ds

→ 2θ2.
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Finalement,

Cov

(
Ht, 4θ

2e−θt

∫ t

0

e2θs(Ht −Hs)ds

)
= 4θ2e−θt

∫ t

0

e2θs

∫ t

s

e−2θududs

= 2θe−θt

∫ t

0

(
1− e−2θs

)
ds

→ 0.

Comme Ht converge presque sûrement vers H∞ et que Z est indépendante de H∞, alors

eθt(θ̂t−θ) converge en loi vers Z/H∞ qui est distribuée selon une loi de Cauchy de densité

f(x) =
1

π

2θ
√
θ

1 + 4θ3x2
.
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CONCLUSION

Dans cette thèse nous avons établi des versions du théorème de limite centrale pour les

martingales continues et à carré intègrable. En premier lieu nous avons montré la version

classique du théorème de limite centrale en utilisant de nouvelles techniques avec des

hypothèses faibles . Puis on a déduit une version stable du théorème de limite centrale.

En utilisant ces résultats et en s’inspirant des mêmes techniques utilisées il sera possible

d’obtenir d’autre versions du théorème de limite centrale comme par exemple essayer

de travailler avec des martingales qui ne sont pas nécessairement continues comme par

exemple les martingales à sauts bornés.
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ANNEXE A

DÉFINITIONS ET RÉSULTATS

AUXILIAIRES

A.1 Notation

Soient x = (x1, . . . , xd) et y = (y1, . . . , yd) deux éléments de IRd. La notation y ≤ x veut

dire yi ≤ xi ∀i = 1, 2, . . . , k. On note aussi par xy le produit scalaire dans IRd et pas xT

la transposée du vecteur x.

On note par Xn
d→ X toute variable aléatoire Xn qui converge en loi vers X.

On note par Xn
P−→ X toute suite de variable aléatoire définie sur le même espace de

probabilité qui converge en probabilité vers X.

Soit (Xi,Bi) i = 1, . . . , n n espaces mesurables. On appelle espace mesurable produit le

couple (X,B), où X =
∏n

i=1Xi et B est engendré par les ”parallélipipèdes” de la forme∏
Bi où Bi ∈ Bi). La tribu B est noté par

n⊗
i=1

Bi

A.2 Résultats généraux

Théorème A.2.1 (Lindelöf) Si E est un espace topologique qui admet une base dénombrable,

alors tout recouvrement ouvert contient un recouvrement dénombrable.

Démonstration: Voir [23].
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Définition A.2.2 Une famille de variables aléatoires {Xn} est dite uniformément intégrable

si:

lim
c→∞

sup
n
E[|Xn|II{|Xn|>c}] = 0.

Lemme A.2.3 Supposons Xn
d→ X. Si Xn est uniformément intégrable, alors

E[Xn] → E[X].

Démonstration: Voir [6].

Lemme A.2.4 Soient (S, ρ) un espace métrique séparable, et Xn, Yn deux variables

aléatoire qui ont même domaine de définition (Ω,F , P ) pour tout n à valeurs dans S

et X une variable aléatoire à valeurs dans S.

Si Xn
d→ X et ρ(Xn, Yn)

P−→ 0, alors Yn
d→ X.

Démonstration: Voir [6].

Théorème A.2.5 ( Bochner) Soit f une fonction définie sur IRd à valeurs complexe.

f est la fonction caractéristique d’une fonction de répartition si et seulement si elle est

continue en 0 avec f(0) = 1 et si pour tout t1, . . . , td des nombres dans IRd et pour tout

z1, . . . , zd des nombres complexes on a

d∑
h=1

d∑
k=1

f(th − tk)zhzk ≥ 0.

Démonstration: Voir [9].

Théorème A.2.6 Soient (X,F , µ) un espace mesuré, Y un espace métrique et f : X ×
Y → C une application telle que, pour tout y ∈ Y , l ’application f(., y) : X → C
est intégrable. Si pour tout x ∈ X l’application f(x, .) est continue sur Y et s’il existe

une fonction g : X → [0,+∞] intégrable et vérifiant |f(x, .)| ≤ g(x) alors F (y) =∫
X
f(x, y)dµ(x) est continue sur Y .
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Démonstration: Soient a ∈ X et xn une suite qui converge vers a. Montrons que

F (xn) converge vers F (a). Soit fn une suite de fonction définie sur X à valeurs dans C
avec fn(x) = f(x, tn). fn(x) converge vers f(x, a) car f(x, .) est continue. Et comme

|fn(x)| = |f(x, tn)| ≤ g(x) alors d’après le théorème de convergence dominée on a

limn→∞
∫

X
fn(x)dν(x) =

∫
X
f(x, a)dν(x) et donc limn→∞ F (tn) = F (a).

Théorème A.2.7 (convergence dominée) Soit Xn un suite de fonction mesurable définie

sur un espace métrique E qui converge presque sûrement vers X. Supposons qu’il existe

une fonction Y intégrable sur E tel que |Xn| ≤ |Y |. Alors∫
E

Xn →
∫

E

X.

Démonstration: Voir [31].

Lemme A.2.8 (Toeplitz) Soit f une fonction localement intégrable telle que f > 0 et∫ ∞

0

f(t)dt = ∞. Et soit g une fonction localement intégrable tel que limt→∞ g(t) = l.

Alors

lim
t→∞

∫ t

0
f(s)g(s)ds∫ t

0
f(s)ds

= l

Démonstration: On a par hypothèse

∀ε > 0,∃N > 0,∀t > N =⇒ |g(t)− l| ≤ ε

2
.

D’autre part

|
∫ t

0
f(s)g(s)ds∫ t

0
f(s)ds

− l| ≤
∫ t

0
f(s)|g(s)− l|ds∫ t

0
f(s)ds

≤
∫ N

0
f(s)|g(s)− l|ds∫ t

0
f(s)ds

+

∫ t

N
f(s)|g(s)− l|ds∫ t

0
f(s)ds

≤
∫ N

0
f(s)|g(s)− l|ds∫ t

0
f(s)ds

+
ε

2

∫ t

N
f(s)ds∫ t

0
f(s)ds

or comme f et g sont localement intégrables alors∫ N

0

f(s)|g(s)− l|ds = cst
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et donc ∫ N

0
f(s)|g(s)− l|ds∫ t

0
f(s)ds

−−→
t→∞

0. (10)

De plus ∫ t

N
f(s)ds∫ t

0
f(s)ds

= 1−
∫ N

0
f(s)ds∫ t

0
f(s)ds

et comme f est localement intégrable alors∫ N

0

f(s)ds = cst

et donc ∫ N

0
f(s)ds∫ t

0
f(s)ds

−−→
t→∞

0. (11)

(10) et (11) implique que

|
∫ t

0
f(s)g(s)ds∫ t

0
f(s)ds

− l| ≤ ε.

Q.E.D.

Définition A.2.9 Une classe P de sous-ensemble de Ω est un π-système si:

A,B ∈ P =⇒ A ∩B ∈ P .

Définition A.2.10 Une classe L est un λ-système si:

(i) Ω ∈ L;

(ii) Si A,B ∈ L et A ⊂ B, alors B \ A ∈ L;

(iii) Si A1, A2, . . . ,∈ L et An ↑ A alors A ∈ L.

Théorème A.2.11 Soient P un π-système, L un λ-système et σ(P) la sigma-algèbre

engendrée par P. Si P ⊂ L alors σ(P) ⊂ L.

Démonstration: Voir [7].
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A.3 Convergence en loi

Définition A.3.1 Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité et soit A un ensemble appar-

tenant à F . On définit la frontière de A et on la note par ∂A comme étant A \ Ȧ où A

et Ȧ sont respectivement la fermeture et l’interieur de A.

Définition A.3.2 Soit (E, d) un espace polonais et soit B la sigma-algèbre des borélines

sur E. Une suite de mesures de probabilités Pn sur (E,B) converge en loi vers P , dénoté

par Pn ⇒ P , si pour tout f ∈ Cb(E),
∫
fdPn →

∫
fdP .

Théorème A.3.3 Les énoncés suivants sont équivalents:

(a) Pn ⇒ P .

(b)
∫
fdPn →

∫
fdP pour toute fonction f bornée et uniformément continue.

(c) lim sup
n→∞

Pn(F ) ≤ P (F ) pour tout ensemble fermé F .

(d) lim inf
n→∞

Pn(O) ≥ P (O) pour tout ensemble ouvert O.

(e) lim
n→∞

Pn(A) = P (A) pour tout ensemble de P -contnuité A ∈ B, c’est-à-dire tel que

A ∈ B et P (∂A) = 0.

Démonstration: Voir [6].

Théorème A.3.4 Soit h une fonction mesurable d’un espace métrique S à valeurs dans

un espace métrique S ′. Et soit Dh l’ensemble des points de discontinuité de h.

Si Xn
d→ X et P{X ∈ Dh} = 0, alors h(Xn)

d→ h(X).

Démonstration: Voir [6].

Remarque A.3.5 Dans IRd, soit F la fonction de répartion F associée à P , c’est-à-dire

F (y) = P ((−∞, y]), y ∈ IRd. Alors un ensemble de la forme (−∞, x] est un ensemble de

P -continuité si et seulement si F est continue en x car la frontière de (−∞, x] est donnée

par (−∞, x] \ (−∞, x). En effet
⋃

y<x(−∞, y] = (−∞, x), et donc la limite à gauche de

F en x est P (−∞, x). La limite à droite est F (x) car
⋂

y>x(−∞, y] = (−∞, x].
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Remarque A.3.6 Si Pn ⇒ P , alors Fn(x) converge vers F (x) en tout point de con-

tinuité de F . Réciproquement, cela entrâıne Pn ⇒ P . En effet, on obtient que pour

tout ensemble de P -continuité de la forme (a, b], Pn(a, b] → P (a, b]. Cette famille U est

fermée pour les intersections finies et pour toute boule ouverte B 3 x, on peut trouver

A ∈ U tel que x ∈ A0 ⊂ A ⊂ B. D’après le corollaire 1 (Billingsley p. 14), cela implique

que Pn ⇒ P .

Remarque A.3.7 Fn(x) converge vers F (x) en tout point de continuité de F si et seule-

ment si il existe un ensemble dense D tel que Fn(x) → F (x) pour tout x ∈ D. En effet,

s’il existe un ensemble dense D tel que Fn(x) → F (x) pour tout x ∈ D, alors pour tout

x, on peut trouver deux suites am < x < bm tels que am → x, bm → x et am, bm ∈ D.

Donc

F (am) = lim
n→∞

Fn(am) ≤ lim inf
n→∞

Fn(x) ≤ lim sup
n→∞

Fn(x) ≤ lim
n→∞

Fn(bm) = F (bm).

Si x est un point de continuité de F , F (am) → F (x) et F (bm) → F (x). Donc Fn(x) →
F (x). D’un autre côté, D = {x ∈ IRd;F est continue en x} est dense. Si ce n’était pas le

cas, il existerait un rectangle ouvert de la forme (a, b) tel que F est discontinue pour tout

x ∈ (a, b). En particulier, tous les nombres x de la forme (y, x2, . . . , xd) avec a1 < y < b1

sont des points de discontinuité de F . Posons G(y) = F (y, x2, . . . , xd). Alors G est non

décroissante, bornée et l’ensemble des points de discontinuité de G contient (a1, b1), ce

qui est absurde car cet ensemble est dénombrable. Donc D est dense.

Soient S = S ′ × S
′′

le produit de deux espaces métriques et F = F ′ × F ′′
où F ,F ′ et

F ′′
sont les tribus respectives de S, S ′ et S

′′
. Et soient les deux distributions marginales

de la mesure de probabilité P définie par P ′(A′) = P (A′ × S
′′
), A′ ∈ F ′, et P

′′
(A

′′
) =

P (S ′ × A
′′
), A

′′ ∈ F ′′
.

Théorème A.3.8 Si S est un espace séparable alors une condition nécéssaire et suff-

isante pour que Pn =⇒ P est que Pn(A′ × A
′′
) → P (A′ × A

′′
) pour tout A′, A

′′
tel que

P ′(∂A′) = 0 et P
′′
(∂A

′′
) = 0 où P ′ et P

′′
sont les disributions marginales de P .

Démonstration: Voir [6].
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A.4 Tension d’une suite de variables aléatoires

Définition A.4.1 Soit T un intervalle de IR. Soit Xn une suite de processus continus

sur T . On dit que Xn est tendue dans C(T ) si:

(i) Il existe un t ∈ T tel que

lim
K→∞

lim sup
n→∞

P (|Xn(t)| > K) = 0;

(ii) Pour tout intervalle [a, b] ⊂ T , et pour tout ε > 0,

lim
δ↓0

lim sup
n→∞

P

(
sup

s,t∈[a,b], |t−s|<δ

|Xn(s)−Xn(y)| > ε

)
= 0.

Lemme A.4.2 (Critère d’Aldous) Soit Xn une suite de processus avec trajectoire

dans D. Soit τn un temps d’arrêt du processus Xn à valeurs finies. Et soit δn une

constante entre 0 et 1 qui converge vers 0. Pour tout f ∈ D, on note par J(f) le maxi-

mum des sauts de |f(t)− f(t−)|. Supposons que Xn vérifie les conditions suivantes:

(i) Xn(0) et J(Xn) sont tendues.

(ii) Xn(τn + δn)−Xn(τn)
P−→ 0.

Alors Xn est tendue dans D.

Démonstration: Voir [2].

Théorème A.4.3 Soient {Pn}n≥1 une suite de mesures de probabilités sur C et x une

fonction réelle continue sur [0, 1]. Alors la suite {Pn}n≥1 est tendue si les deux conditions

suivantes sont satisfaites:

(i) Pour tout η > 0, il existe a tel que

Pn(|x(0)| > a) ≤ η, n ≥ 1.

(ii) Pour tout η et ε positives, il existe δ, avec 0 < δ < 1, et un entier n0 tel que

1

δ
Pn( sup

t≤s≤t+δ
|x(s)− x(t)| ≥ ε) ≤ η, n ≥ n0, pour tout t.
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Démonstration: Voir [6].

Lemme A.4.4 (Inégalité de Lenglart) Soient X et Y deux processus F-adapté avec

trajectoire dans D (espace des fonctions càdlàg). Supposons que Y est croissante et que

pour tout T temps d’arrêt fini on a E[X(T )] ≤ E[Y (T )]. Si Y est prévisible, alors pour

tout T temps d’arrêt fini et pour tout ε, η > 0

P (sup
s≤T

|Xs| ≥ ε) ≤ 1

ε
E[Y (T ) ∧ η] + P (Y (T ) ≥ η).

Démonstration: Voir [27].

Théorème A.4.5 (Skorohod) Soit Xn = {Xn(t)}, n = 1, 2, . . . , une suite tendue de

processus à valeurs dans C([0,∞); IRd). Alors il existe une sous-suite n1 < n2 <

. . . < nk . . . → ∞, un espace de probabilité (Ω̃, F̃ , P̃ ) et un processus continu X̃nk
=

(X̃nk
(t)), k = 1, 2, . . . et X̃ = (X̃(t)) définie sur cet espace tel que

X̃nk

L
≈ Xnk

, k = 1, 2, . . . ,

X̃nk
−−→
k→∞

X̃ p.s.

Démonstration: Voir [24].

Théorème A.4.6 Soit An un processus croissant tel An(0) = 0 et tel que les lois de

dimensions finies convergent vers celles de A sur [a, b], c’est à dire (An(t1), . . . , An(tk))

converge en loi vers (A(t1), . . . , A(tk)) pour a ≤ t1 ≤ t2 < · · · ≤ tk ≤ b. Et supposons

que A est continue sur [a, b]. Alors An est tendue dans C([a, b]).

Démonstration: Posons w(x, δ, [a, b]) = sup|t−s|<δ,s,t∈[a,b] |x(t)− x(s)|. Alors on a

w(x, δ, [a, b]) ≤ 3 max
0≤i≤[(b−a)/δ]

sup
iδ≤s≤max((b,a+(i+1)δ)

|x(s)− x(a+ iδ)|.
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On a (A(t1), . . . , A(tk)) pour a ≤ t1 ≤ t2 < · · · ≤ tk ≤ b, on a

lim sup
n→∞

P (w(An, δ, [a, b]) ≥ ε)

≤ lim sup
n→∞

P

(
3 max

0≤i≤[(b−a)/δ]
sup

a+iδ≤s≤max(b,a+(i+1)δ)

|An(s)− An(a+ iδ)| ≥ ε

)

≤ lim sup
n→∞

P

 ⋃
0≤i≤(b−a)/δ

{|An(max(b, a+ (i+ 1)δ))− An(a+ iδ)| ≥ ε/3}


≤ P

 ⋃
0≤i≤[(b−a)/δ]

{|A(max(b, a+ (i+ 1)δ)− A(a+ iδ)| ≥ ε/3}


≤ P (w(A, δ, [a, b]) ≥ ε/3),

d’après les propriétés de la convergence en loi.

Par conséquent, la suite An est tendue dans C([a, b]) si A ∈ C([a, b]).

Définition A.4.7 Une famille de mesures de probabilité P = {Pα;α ∈ I} ,où I est un

ensemble d’index, est relativement compact si pour toute suite de mesures de P contient

une sous-suite qui converge en loi vers une mesure de probabilité.

Théorème A.4.8 (Prohorov) Soit P = {Pα;α ∈ I} une famille de mesures de prob-

abilité définies sur un espace métrique séparable et complet. Alors P est relativement

compacte si et seulement si elle est tendue.

Démonstration: Voir [47].

A.5 Mesures

Le lemme suivant est dû à Morando [36].

Lemme A.5.1 Soit L une fonction de G × E → [0, 1] telle que L(Ω′, E) = 1 et

(i) pour tout A ∈ G, B → L(A,B) est une mesure sur (E, E)

(ii) pour tout B ∈ E , A→ L(A,B) est une mesure sur (Ω′,G).

Alors, il existe une unique mesure de probabilité µ sur (Ω′×E,G⊗E) tel que µ(A×B) =
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L(A,B) pour tout (A,B) ∈ G × E .

Démonstration: Voir [27].

Théorème A.5.2 (Vitali-Hahn-Saks) Soit E = (Ω,F) et soit Pn une suite de mesures

de probabilité sur E. Supposons que la limite

lim
n→∞

Pn(A) = P (A)

existe pour tout A ∈ F . Alors P (A) est une mesure de probabilité sur F et

L(A) = sup
n
Pn(A)

est continue sur l’ensemble vide, c’est à dire si Aj ∈ F , Aj+1 ⊂ Aj (j = 1, 2, . . .), et∏+∞
j=1 Aj = ∅, alors on a

lim
j→∞

L(Aj) = 0.

Démonstration: Voir [40].

Théorème A.5.3 Soient µ et λ deux mesures positives définies sur (Ω,F) tel que λ est

fini. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

a) λ est absolument continue par rapport à µ.

b) ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que λ(A) < ε dès que µ(A) < δ pour tout A ∈ F .

Démonstration: Voir [7].

Théorème A.5.4 Soit E un espace métrique. Toute mesure de probabilité sur E est

régulière.

Démonstration: Voir [6].
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A.6 Topologie faible

Définition A.6.1 Soient E un espace topologique linéaire et A un ensemble dans E.

On dit que A est un ensemble sequentiellement faible et compact si toute suite {xn} de

A contient une sous-suite qui converge faiblement vers un point dans E.

Théorème A.6.2 Soit (S,Σ, µ) un espace mesurable. Si 1 < p < ∞ alors l’espace

Lp(S,Σ, µ) est faiblement complet.

Démonstration: Voir [14].

Théorème A.6.3 Soit (S,Σ, µ) un espace mesurable. Si 1 < p <∞ alors un ensemble

dans Lp(S,Σ, µ) est sequentiellement faible et compact si et seulement si il est borné.

Démonstration: Voir [14].

Théorème A.6.4 Soit (S,Σ, µ) un espace mesurable. L’espace L1(S,Σ, µ) est faible-

ment complet.

Démonstration: Voir [14].

Théorème A.6.5 Une suite {fn} dans L1(S,Σ, µ) est faiblement de Cauchy si et seule-

ment si elle est bornée et

lim
n→∞

∫
E

fn(s)dµ(s)

existe pour tout E ∈ Σ.

Démonstration: Voir [14].

Théorème A.6.6 De toute suite bornée dans un espace de Hilbert on peut extraire une

sous-suite faiblement convergente dans L2.

Démonstration: Voir [14].

Théorème A.6.7 Soit xn une suite d’un espace de Banach E.

Si xn converge faiblement dans E vers x alors ‖xn‖ est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.

Démonstration: Voir [8].
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A.7 Martingales

Définition A.7.1 Soient M et N deux martingales de carré intégrable. Alors il existe

un processus A croissant et intégrable telle que MtNt − At est une martingale. On note

A par < M,N >.

Lemme A.7.2 Pour tout M,N des martingales local continues et pour tout processus

mesurable H,K on a∫ t

0

|Hs||Ks||d(< M,N >)|s ≤
(∫ t

0

H2
sd(< M >s)

) 1
2
(∫ t

0

K2
sd(< N >s)

) 1
2

.

Démonstration: [44].

Théorème A.7.3 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy) Soit M une martingale locale

continue tel que M(0) = 0. Notons par M?
t = sups≤t |Ms|. Alors pour tout p > 0 il existe

deux constantes cp et bp tel que

cpE[< M >
p
2
T ] ≤ E[(M?

T )p] ≤ bpE[< M >
p
2
T ]

pour tout temps d’arrêt T .

Démonstration: Voir [28].

Théorème A.7.4 (Knight) Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité avec une famille de

référence Ft. Soit M i, i = 1, 2, . . . , d une famille finie de martingales continues de carré

intégrable sur (Ω,F , P ) par rapport à Ft, telle que < M i,M j > (t) ≡ 0, i 6= j. Alors

sur une extension (Ω̃, F̃ , P̃ ) de (Ω,F , P ), il existe un mouvement Brownien standard de

dimension d B(t) = (B1(t), B2(t), . . . , Bd(t)) telle que

Bi(t) = M i(τ i
t ) presque sûrement t ∈ [0, < M i > (∞)),

où

τ i
t =

{
inf{u;< M i > (u) > t},
∞ , t ≥< M i > (∞).

En conséquence, (M1(t),M2(t), . . . ,Md(t)) peut être obtenu du mouvement brownien de

dimension d,B(t) = (B1(t), B2(t), . . . , Bd(t)) par

M i(t) = Bi(< Mi > (t)), presque sûrement i = 1, 2, . . . , d.

87



Démonstration: Voir [24].

Lemme A.7.5 Soient M une L2-martingale continue et X ∈ L2(< M >). Alors il

existe un processus unique
∫ .

0
XdM qui est une L2-martingale continue tel que

∑
n

{
E[

∫ n

0

(Xn −X)2d(< M >)]

} 1
2

<∞,

pour toute fonction en escalier Xn bornée,mesurable, continue à droite et à valeurs réelle.

Démonstration: Voir [17].

Théorème A.7.6 Soit Xn une sous-maringale. Supposons qu’il existe p > 1 tel que

sup
n
E[|Xn|p] <∞, alors il existe une variable aléatoire intégrable X∞ tel que

Xn −−→
n→∞

X∞ p.s.

et

Xn
L1

−−→
n→∞

X∞.

Démonstration: Voir [47].

Définition A.7.7 On dit qu’un processus X est une semi-martingale s’il est de la forme

X = X0 +M + A (12)

où X0 est une valeur finie et F0 mesurable, M est une martingale locale avec M(0) = 0

et A est un processus cádlàg, adaptée, avec A(0) = 0 et de variation fini sur chaque

intervalle fini [0, t]. (V ar(A)t(ω) = limn→∞
∑

1≤k≤n |A tk
n
(ω)− A t(k−1)

n

(ω)|.)

Théorème A.7.8 (Formule d’Itô) Soit f : IR → IR une fonction de classe C2 et soit

X = {Xt,Ft; 0 ≤ t <∞} une semi-martingale continue avec la décomposition 12. Alors,

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs)dMs +

∫ t

0

f ′(Xs)dBs +
1

2

∫ t

0

f ”(Xs)d < M >s,

0 ≤ t <∞.
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Démonstration: Voir [28].

Théorème A.7.9 Soit Xn une semi-martingale cádlàg de dimension d définie sur la

base stochastique Bn = (Ωn,Fn,Fn, P n). Et soit X une semi-martingale de dimension d

définie sur la base stochastique B = (Ω,F ,F, P ).

Supposons que |∆Xn
t (ω)| ≤ c, avec c une constante quelconque. Alors

Xn
d→ X implique que (Xn, < Xn >)

d→ (X,< X >).

Démonstration: Voir [27].

A.8 Le temps local d’un mouvement brownien

Définition A.8.1 Soient B un mouvement brownien de dimension un défini sur (Ω,F , P )

et {φ(t, x, ω), t ∈ [0,∞), x ∈ IR} une famille de variables aléatoires non-négatives. On

dit que φ(t, x) est le temps local en x de B si,avec une probabilité un, on a

(i) (t, x) 7→ φ(t, x) est continue,

(ii) Pour tout sous-ensemble de Borel A de IR et t ≥ 0∫ t

0

IIA(Bs)ds = 2

∫
A

φ(t, x)dx.

Théorème A.8.2 (Formule de temps d’occupation) Soient B un mouvement brownien

de dimension un défini sur (Ω,F , P ), φ(t, x) son temps local en x et F une fonction

de Borel positive. Alors il existe un ensemble P-négligeable tel que à l’extérieur de cet

ensemble on a, pour tout t ∫ t

0

F (Bs)ds =

∫
IR

F (x)φ(t, x)dx.

Démonstration: voir [44].
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A.9 Convergence en loi des processus de Markov

Une fonction continue f(s) : (0,∞) 7→ (0,∞) est une fonction à variation lente lorsque

s→ 0 si, pour tout a > 0, on a

lim
s→0

f(as)

f(s)
= 1.

Soit x(t) un processus de Markov homogène sur (Ω,F) et soit Pt(x,E) sa fonction de

transition pour tout E ∈ F . Soit ps(x, dy) la mesure définie par

ps(x,E) =

∫ ∞

0

e−stPt(x,E)dt, E ∈ F .

Une fonction mesurable non-négative V satisfait la condition (A) s’il existe une fonction

h(s) →∞, lorsque s→ 0, et une constante positive C tels que∫
IR2

ps(x, dy)

h(s)
V (y)dy → C, lorsque s→ 0,

uniformément pour tous les x ∈ {ξ ∈ Ω : V (ξ) > 0}.

Théorème A.9.1 (Darling and Kac (1957)) Soit x(t) un processus de Markov tel

que décrit ci-dessus et supposons que pour un certain 0 ≤ α < 1, V satisfait l’hypothèse

(A) pour h(s) = s−αL(1/s), 0 ≤ α < 1, où L(1/s) est une fonction à variation lente

lorsque s→ 0. Alors, pour tout x ≥ 0, on a

lim
t→∞

P

{
1

Ch(1/t)

∫ t

0

V (x(τ)dτ ≤ x

}
= gα(x),

où

gα(x) =


1

πα

∫ x

0

∞∑
j=1

(−1)j−1

j!
sin (παj)Γ(αj + 1)yj−1dy, 0 < α < 1,

1− e−x, α = 0.

De plus,

lim
t→∞

E

{(
1

h(1/t)

∫ t

0

V (x(τ)dτ

)k
}

=
Ckk!

Γ(αk + 1)
,

pour tout k ≥ 0.
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Démonstration: Voir [13].

La fonction de répartition gα(x) est dite loi de Mittag-Leffler d’indice α. Cette loi est

déterminée par ses moments et∫ ∞

0

eλxdgα(x) =
∞∑

k=0

λk

Γ(αk + 1)
,

si |λ| est assez petit.

Pour α = 0, la loi de Mittag-Leffler est la loi exponentielle, et pour α = 1
2
, c’est la loi

normale tronquée de fonction de répartition (π)−
1
2

∫ x

0
e−

y2

4 dy, x ≥ 0.

A.10 Équations stochastiques différentielles

Soit Ω l’ensemble des fonctions ω : IR+ → IR qui sont continues . On définie une filtration

sur Ω par

Ft = ∩s>tσ(ω(u) : u ≤ s).

On définie F comme étant la plus petite σ-algèbre contenant Ft. On appelle (Ω,F ,Ft)

l’espace canonique. Soit (Ω′,F ′,F ′
t, P

′) l’espace de base. Soit Θ un sous-ensemble de

IRn avec un intérieur non-vide. Supposons que pour tout θ ∈ Θ l’équation différentielle

stochastique suivante:

dYt = β(θ; t, Yt)dt+ γ(t, Yt)dWt, Y0 = x0 (13)

a une solution Y θ. x0 est un vecteur de dimension d et

γ : IR+ × IRd → IRd × IRm

β(θ, ., .) : IR+ × IRd → IRd

sont des fonctions de Borel.

La solution Y θ induit une mesure de probabilité Pθ sur (Ω,F).

Posons c(t, x) = γ(t, x)γ(t, x)T .

Définition A.10.1 Une solution forte de l’équation (13) est un processus Y = {Yt; 0 ≤
t <∞} continu qui vérifie
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(i) Y est adapté à Ft,

(ii) P (X0 = ξ) = 1,

(iii)P (
∫ t

0
(|β(θ; s, Ys)|+ γ2(s, Ys))ds <∞) = 1 pour tout 1 ≤ i ≤ d,

(iv) (13) est satisfait presque sûrement.

Théorème A.10.2 Supposons que pour tout n ≥ 1 il existe une constante Kn > 0 tel

que pour tout t ≥ 0, ‖x‖ ≤ n et ‖y‖ ≤ n:

‖β(t, x)− β(t, y)‖+ ‖γ(t, x)− γ(t, y)‖ ≤ Kn(‖x‖ − ‖y‖).

Alors l’équation (13) a une solution forte unique.

Démonstration: Voir [28].

On définit, pour chaque θ ∈ Θ un processus y(θ) de dimension d par:

yt(θ) = β(θ, t, Yt)− β(θ0, t, Yt)

où θ0 ∈ Θ est fixé, et un autre processus αt défini par

αt(θ) = c−1
t yt(θ)

où ct = c(t, Yt). Enfin on pose

At(θ) =

∫ t

0

αs(θ)
T csαs(θ)ds.

Maintenant on peut énoncer le théorème qui nous donnera une expression de la fonction

de vraisemblance

Lt(θ) =
dPθ

dPθ0

∣∣∣∣
Ft

=
dP t

θ

dP t
θ0

,

où dP t
θ = Pθ|Ft .

Théorème A.10.3 Supposons que

P t
θ(At(θ) <∞) = P t

θ0
(At(θ) <∞) = 1
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Alors

P t
θ ∼ P t

θ(0)

et
dP t

θ

dP t
θ(0)

= exp{
∫ t

0

ys(θ)
T c−1

s dY c
s (θ(0))− 1

2

∫ t

0

ys(θ)
T c−1

s ys(θ)ds}

où

Y c
s (θ(0)) = Yt − x0 −

∫ t

0

b(θ; s, Ys)ds.

Démonstration: Voir [48].
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