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Résumé

Ce mémoire examine le comportement asymptotique d'une version sérielle
du processus de Kendall multivarié, défini dans le cas non sériel bivarié par
Genest & Rivest (1993) et subséquemment étendu au cas multidimensionnel
par Barbe et coll. (1996), qui en ont établi la convergence. L’application
de résultats développés par Ghoudi & Rémillard (1998) pour les processus
batis a partir de pseudo-observations permet de caractériser la limite du pro-
cessus de Kendall sériel multivarié et de montrer qu’elle coincide avec celle
du processus non sériel dans le cas bivarié. Il est également démontré que
des processus de Kendall sériels de délais différents construits a partir de
la méme chronique sont asymptotiquement indépendants. Ces observations
garantissent la convergence de statistiques de type Kolmogorov-Smirnov et
Cramér-Von Mises déduites du processus. On fournit des tables des valeurs
critiques de ces statistiques sous ’hypothese nulle d’'indépendance et on com-
pare, au moyen d’'une étude de Monte-Carlo, la puissance de ces criteres de
tests non paramétriques a celle du tau de Kendall sériel, que Ferguson et coll.

(2000) ont récemment proposé pour tester I’hypothese de bruit blanc.

Jean-Francois Quessy, étudiant Christian Genest, directeur
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Chapitre 1

Introduction

Dans 1’étude classique de la dépendance sérielle, il existe un grand nombre
de mesures paramétriques, dont le corrélogramme. Ces techniques, abon-
damment utilisées, sont souvent inefficaces dans le cas non gaussien. A titre
d’illustration, considérons la série déterministe définie par zy1 = f(xx), ou

xq est choisi aléatoirement dans I'intervalle [0, 1] et

2, 0 <z <1/2
2(1—2), 1/2 <2 <1

Le graphique ci-contre (figure 1.1a) de x4 en fonction de z; montre
clairement la forte dépendance entre les termes consécutifs de cette suite.
Cependant, le corrélogramme (figure 1.1b) identifierait cette série comme

étant un simple bruit blanc.



Figure 1.1: Dépendance sérielle et corrélogramme pour la série déterministe
définie en page 1.

Series : x

En I'absence de la normalité, les statistiques non paramétriques, dont
celles basées sur les rangs, peuvent constituer une solution de rechange in-
téressante. Par exemple, le tho de Spearman, qui est en fait une extension

naturelle du coefficient de corrélation classique de Pearson, est souvent utilisé.

De nombreux auteurs, et plus particulierement Marc Hallin et ses col-
laborateurs, ont étudié diverses statistiques linéaires de rangs, utilisées pour
I’étude de la dépendance sérielle, c’est-a-dire de la dépendance entre les ter-
mes d’une série univariée. Un exemple récent est fourni par I'article de Fer-
guson et coll. (2000), qui examine les propriétés du tau de Kendall dans ce
contexte. Par ailleurs, Genest & Rivest (1993) ont montré 'intérét a des fins
inférentielles d'un processus basé sur une décomposition du tau de Kendall.
Comme ils I'ont montré, ce “processus de Kendall” permet d’identifier la re-

lation de dépendance entre deux variables aléatoires. Barbe et coll. (1996)



ont ensuite prouvé la convergence de ce processus et de sa généralisation

d-dimensionnelle.

Ce mémoire est consacré a ’étude de la convergence de ce méme processus

de Kendall dans le contexte de la dépendance sérielle.

Au chapitre 2, nous donnerons d’abord une définition du processus de
Kendall et nous rappellerons le résultat principal de Barbe et coll. (1996).
Nous énoncerons ensuite, au chapitre 3, un résultat obtenu par Ghoudi &
Rémillard (1998) sur la convergence des processus construits a partir de
pseudo-observations. Dans le chapitre 4, nous définirons le processus de
Kendall sériel et démontrerons sa convergence vers un processus gaussien
continu dont nous calculerons la fonction de covariance. Au chapitre 5, nous
proposerons quelques statistiques déduites du processus sériel et montrerons,
a l'aide de simulations, présentées au chapitre 6, qu’elles fournissent souvent
de meilleurs tests d’indépendance que le tau de Kendall sériel. Finalement,
apres une breve conclusion, nous énumérerons au chapitre 7 quelques avenues

possibles de recherches ultérieures.



Chapitre 2

Le processus de Kendall

2.1 Définition du tau de Kendall

Le tau de Kendall, noté 7, est une mesure d’association non paramétrique
entre deux ou plusieurs variables. Selon Joe (1990), qui la définit dans le cas
général,

2d
= e PHE)} -1

7(X)
ol X est un vecteur aléatoire d-dimensionnel et H est la fonction de répartition

de X. Dans le cas particulier o d = 2, on a
r(X) =P (x{" < x", xP < x{P) -1,

ou X; = (Xi(l),Xi(Q)), i = 1,2, sont des copies indépendantes de X. On

note que, de fagon générale, 7 € [—1,1]; de plus, 7 = 0 si les deux variables

sont indépendantes, mais le contraire n’est pas vrai en général. La version



échantillonnale du tau de Kendall est définie par

AN

nn—1) L

Tp =

ou N représente le nombre de concordances dans un échantillon de taille n,
c’est-a-dire le nombre de paires d’observations X; = (XZ-(D, . ,Xi(d)) et X; =

(X XY qui satisfont soit (XY < X®| k) ou (XY > X k).

J

2.2 Convergence du processus de Kendall

2.2.1 Définition du processus de Kendall

Soit X = (X M., X@D) un vecteur de variables aléatoires d-dimensionnel
ayant H(x) = P(X < z) pour fonction de répartition et Hy,..., H; pour
marges. Supposons que 1'on dispose d'un échantillon X1, ..., X, de cette loi.
On définit

Cin = %#{1 <j<n:X; <X,

ou X; < X, signifie que XJ(Z) < Xi(e), ¢ =1,...,d et # représente la cardi-
nalité d’'un ensemble. En définissant K, comme la fonction de répartition
empirique des e;, et K(t) comme la fonction de répartition de ¢ = H(X),

Barbe et coll. (1996) ont étudié le comportement asymptotique du processus

I (t) = vn{ K (t) — K(t)}

appelé “processus de Kendall.” Cette appellation est justifiée du fait que 7

et 7, sont des transformations affines de K(t) et K,(t) respectivement. De



facon explicite,

d—1

E(s):/o HK (1) :/0 {1—K(t)}dt:%(7+1)

et

e / 1K, (1) = / (1 Ko}t = 2 L+ 1)

2.2.2 Résultat principal de Barbe et coll. (1996)

Hypothése I La fonction de répartition H est continue et la loi K(t) de ¢ =
H(X) admet une densité k(t) qui est également continue sur I'intervalle (0, 1]
en plus de vérifier la relation k(t) = o{t=/2log™/*~¢(1/t)} quand t — oo,

pour un certain € > 0.

Hypothese II: 11 existe une version de la loi conditionnelle du vecteur { H; (X)),
oy Hy(X@)} étant donné que H(X) =t et une famille dénombrable P de
partitions C de [0,1]? & P'intérieur d’'un nombre fini d’ensembles de Borel
satisfaisant

611617f) max diam(C') = 0,
et tel que l'application définie par

t— 1, (C) = k() P[{H(XD), ..., Hy(XD)} € C| H(X) = 1]

est continue sur l'intervalle (0, 1] et py(C) = k(1) I{(1,...,1) € C}.

Avant d’énoncer le théoréme principal, définissons, pour s,t € [0, 1],
Q(S,t) = P{H(X1> S S,Xl S X2| H(XQ) = t} — tK(S)

7



et
R(S,t) = P{Xl S (XQ A X3)|H<X2) = S,H(Xg) = t} — St,

ou Xy A X3 dénote le minimum (composante par composante) entre les

vecteurs X, et X3.

Théoréme 2.1 (Barbe et coll. 1996) Sous les hypothéses I et II ci-haut
mentionnées, le processus empirique IK,, converge en loi vers un processus

gaussien IK centré et ayant comme fonction de covariance

T(s,t) = K(s At) — K(s)K () + k(s)k(t)R(s,t) — k() Q(s,t) — k(s)Q(t, ).

Exemple 2.1 Considérons le cas particulier d’un vecteur bivarié X = (X,
X(Q)) dont les composantes sont indépendantes. On a alors

H(X) = Hl(X(l))H2(X(2)) =UvV,

ot U et V sont des variables uniformes sur (0,1) si on suppose que H est
continue (et donc que ses marges le sont également). Dans ces conditions,

la fonction K(t) se calcule explicitement. En effet,

K(t) = P{H(X)<t}=PUV <1)
_ /01P<U§% ’ V:w>dw
(o= e [ [ L

= t+t(logl —logt) =t —1t logt.

8



De la, on déduit que k(t) = log(1/t). Dans ce cas particulier, on peut montrer

. Qls,t) = (s A D) {1 +log (%M)} K (s)
;t(s,t) — (sAt)— st

2{315 —(sAt) — (s At)log(s V t)} — (s A ) {log(s V1))
log(s) log(t) '

Aussi la fonction de covariance se réduit-elle alors a

+

[(s,t) =st— (s At){1+log(sVi)},

ot sVt =max(s,t).



Chapitre 3

Processus batis a partir de

pseudo-observations

3.1 Définition du concept de pseudo-observa-

tion

Le processus IK,(t) défini au chapitre précédent est un exemple de processus
construit a partir de pseudo-observations. Pour définir ce concept, di a
Ghoudi & Rémillard (1998), supposons que 1'on veuille estimer la fonction de
répartition d’une variable aléatoire (@), X) qui n’est pas directement obser-
vable et qui dépend a la fois d’un aléa X et de sa loi (). Si cette derniere
est inconnue et estimée par ), les variables aléatoires 0(Q,,, X;) sont alors

appelées des pseudo-observations. Dans le cas du processus de Kendall, Q) =

10



H et Q, = H,. On voit donc que ¢;,, = H,(X;) sont des pseudo-observations.

Les résidus 0(X;,Y;) = Y; — #’X; du modele de régression linéaire cons-
tituent un autre exemple de pseudo-observations servant, entre autres, a

estimer les termes d’erreur non observables.

3.2 Convergence des processus basés sur des

pseudo-observations

Dans cette section, le théoreme principal de Ghoudi & Rémillard (1998)
concernant la convergence des processus construits a partir de pseudo-obser-

vations sera énoncé, de méme que les hypotheses qui conduisent a ce résultat.

Considérons une variable aléatoire observable X prenant ses valeurs dans
un ensemble quelconque X et soit (X;), une suite d’observations stationnaire
et ergodique de la variable X. Pour une fonction H pouvant dépendre de la
loi de X, supposons que les variables aléatoires ¢; = H(X;) prennent leurs
valeurs dans un intervalle 7' de R. Etant donnée une estimation H, de H ,

on définit les pseudo-observations e;,, de la maniere suivante :

€in = Hn(Xz)7 1 S 1 S n.

11



La fonction de répartition empirique de ces pseudo-observations est alors

donnée par
1 n
K,t)=~= I{e;, <t} teR.
0= 0o <)

Soit maintenant K, la fonction de répartition de la variable aléatoire ¢ =
H(X) a valeurs dans T. Les hypotheses qui assurent la convergence faible

du processus K, (t) = v/n{K,(t) — K(t)} sont énoncées dans ce qui suit.

Supposons d’abord que X est un espace métrique complet et séparable;
dans la suite, on prendra X = R? Soit aussi r : X — R, une fonction
continue et positive, c’est-a-dire telle que inf,c y7(z) > 0. De plus, soit
C, un sous-ensemble fermé de l’espace de Banach de toutes les fonctions

continues f : X — R pour lesquelles || f||, = sup,ex |f(z)/r(x)| est fini.

Hypothése I. La loi de ¢ = H(X) admet une densité k sur T' qui est bornée
sur tout sous-ensemble compact de T'. De plus, il existe une version de la loi
conditionnelle de X étant donné H(X) = ¢, dénotée P, telle que pour tout
f € C,, pour tout ¢ continue sur R et pour tout ¢/ continue et bornée sur R,

I’application

t=p{t, (@og)(or)}t =k(t)E[{¢og(X)Hy or(X)}HH(X) =]

est continue sur T, ou g = f/r. En outre,

lim sup P{r(X) > uldu=0
M—oo Jpr seC

pour tout sous-ensemble compact C' de T'.

Hypothese II: 11 existe une version continue H, de H, telle que

Vi sup |Hy(x) — Hy(2)] /r(z) = 0.

e X

12



De plus, pour tout f € C, et tout ¥ continue a valeurs dans [0, 1], le processus

Qi apog (8, 1) Z W{g( X)) Hl{e; <t + sr(X;)}

—Ep{g(Xi)HH{e <t +sr(X)} ],

avec ¢ = f/r est tel que pour tout sous-intervalle fermé de T et pour un
g=f/ que p p

certain s € R,
P
sug |an’¢og(s/\/ﬁ, t) — Qnaog(0, )] — 0.
te

Enfin, si o, (t) = a,1(0,t) et H, = /n(H, — H), alors (a,, IH,) converge
en loi sur l'espace C(R) x C, vers un processus («, [H). En d’autres mots,
E{A(an, H,)} converge vers E{A(«, H)} pour toute fonction A : C(R) x
C, — R.

Avant d’énoncer la prochaine hypothese, introduisons Q, ’ensemble des
fonctions ¢ positives et croissantes définies dans un voisinage positif de zéro

telles que ¢(t)/t est décroissante et q(2t)/q(t) est bornée supérieurement.

Hypothese III: Si t, = inf T est fini et n’appartient pas a 7', alors il existe
¢« € Q et une suite (¢,) de nombres positifs qui converge vers zéro telle que

limy, oo vVRE (te + 1) = 0, limy o0 @i (t) / (/1) = 0, limy o k(s + £)qu(t) =

0, et telle que la suite

x: H(x)—t«>tn

{ sup \JHn(fU)!/q*{H(x)—t*}}

n>1

est tendue.

13



Si t* = supT est fini et n'appartient pas a 7', alors il existe ¢* €
Q et une suite (s,) de nombres positifs qui converge vers zéro telles que
limy, 0o VRE (t* 4 5,) = 0, limy o0 ¢*(Sn)/Sny/n) = 0,limy o k(E* + )g* (L) =
0, et telle que la suite

{x: | Sup [Hy ()] /q"{t. — H(x)} }

—H(z)>sn n>1

est tendue.

Théoréme 3.1 (Ghoudi & Rémillard 1998) Sous les hypothéses I et 11
ci-dessus, le processus empirique IK, converge sur 'espace D(T) wvers un

processus continu K ayant la représentation
K(t) = ot) — u(t, H).

Autrement dit, E{¢(IK,)} converge vers E{¢(IK)} pour toute fonction con-
tinue ¢ : D(T) — R. Si, de plus, Uhypothese III est vérifiée, alors IK,
converge sur ’espace D(R) vers un processus continu ayant la représentation

précédente sur T, et s’annulant en dehors de T.

Dans leur article, Ghoudi & Rémillard (1998) utilisent ce résultat pour
redémontrer la convergence du processus de Kendall sous des conditions plus
faibles que celles employées par Barbe et coll. (1996). De la méme maniere,
ils établissent, entre autres, la convergence des processus de Spearman et
de Mann-Whitney, ainsi que celle de processus batis a partir des résidus de

modeles de régression linéaire.

14



Chapitre 4

Processus de Kendall sériel

4.1 Définition du processus de Kendall sériel

bivarié

Soit Y1, Y5, ... une suite d’observations stationnaire de loi F' inconnue, que
I’on suppose continue. Supposons que ’on veuille caractériser la dépendance
sérielle de délai k£ > 1 entre les termes de cette suite a partir d’'un échantillon
de taille n 4+ k. Pour ce faire, définissons des paires de variables aléatoires de

la maniere suivante:

Xi:(Y;aK—‘rk)a Z:1a7n

Soit H la fonction de répartition commune de cette suite d’observations
stationnaire et K celle des ¢; = H(X;), 1 < i < n. Sous I'hypothese
d’indépendance, on a ¢; = H(X;) = F(Y;)F(Yiix) = UiUisx, ou Uy, ..., Upik

15



sont indépendantes et uniformément distribuées sur (0, 1). Dans ce qui suit,
on peut donc supposer sans perte de généralité que F' est uniforme sur

I'intervalle (0, 1).

Considérons maintenant les pseudo-observations e;,, = H,(X;), ou

1

n

et X; < X; signifie que Y; <Y et Y, < Yiip. Soit aussi

1 n
=1

la version empirique de K.

On s’intéresse ici a la convergence, sous I’hypotheése d’indépendance mu-

tuelle des Y;, du “processus de Kendall sériel” défini par

K, (t) = Vil Ko (t) — K(D)}.

Comme ce processus est construit a partir de pseudo-observations, nous al-
lons faire appel au théoreme 2.1 de Ghoudi & Rémillard (1998), dont les
hypotheses sont vérifiées a la Section 4.2. L’énoncé du résultat principal ap-
parait a la Section 4.3 Une généralisation d-variée du processus est ensuite
considérée a la Section 4.4. Pour faciliter la lecture, nous adoptons ici les
mémes notations que Ghoudi & Rémillard (1998). Dans la suite, U et V
représentent des variables aléatoires indépendantes de loi U(0, 1), de sorte
que X = (U,V) et e = H(X) = UV aient respectivement la méme loi que

les X; et les ¢; sous 'hypothese d’indépendance.

16



4.2 Vérification des hypotheses

Notons d’abord que sous I'hypothese d’indépendance, la fonction K (t) est la

meéme que celle calculée dans 'exemple 2.1, a savoir

K(t) =t —tlogt.

Soit maintenant T = (0,1}, X = [0,1]* et Cy, 'ensemble des fonctions

continues (et donc bornées) de [0,1]*> — R.

4.2.1 Vérification de ’hypothese I

Il est clair que la densité de ¢ = H(X), c’est-a-dire k(t) = log(1/t), est
bornée sur tout compact de U'intervalle T' = (0, 1], puisque tout compact est

inclus dans un intervalle de la forme [a,b], o1 0 < a < b < 1.

Soit maintenant u(t, f) = k(t)E{f(X)| H(X) =t},ou f € Cf, t€T. 1l
faut montrer que cette fonctionnelle est continue pour tout ¢ € T'. Pour ce
faire, posons = = U et =9 = UV. On voit aisément que le jacobien de cette

transformation est 1/&;. Il s’ensuit que

951752(51762) = 1/517 0<é&<é <l

et que

g£1|§2=t(€1| 62 = t) = - t < 51 < 1.

1
& log(t)’

En substituant dans la définition de p(¢, f), il vient
pt, f) = kOE{f(X)| H(X) =t}

17



— k(t)E{f(U,V)| UV:t}
= HOE(/(E.1/2)| 5= 1)
— k() / F(nt/€)ge 6] & = £)dE,

L& t/6)
¢ & log(t)

= / —f(&1,t/&)d&q.

= —k(t) d&y

Il reste a montrer que u(t, f) est continue, c’est-a-dire que

lim p(t,, f) = p(t, f)

n—oo

pour toute suite (t,) dans T" = (0, 1] qui converge vers t € (0,1]. Pour ce
faire, considérons la suite de fonctions g,(s) = s f(s,t,/5)1¢, 1(s), laquelle
converge presque stirement vers g(s) = s f(s,t/s)1y1)(s) puisque f est

continue.

Comme f est bornée sur [0,1]?, les g, sont uniformément bornées. On
peut donc invoquer le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue pour
conclure que

1

lim p(ty, ) = lim [ gu(s)ds

n—oo n—oo 0

_ /0 " o(s)ds
= [ s i

= pt, f).
Soit maintenant 7 : [0,1]> — R, une fonction identiquement égale & un.
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Il est évident que

oo e}

lim sup Po{r(X) > u}du = A}im sup Ps(1 > u)du =0

M—oo [y seC —X JMm seC

car Ps(1 > M) = 0 pour tout M > 1, et cela est vrai pour tout compact

C C T =(0,1], ce qui complete la vérification de I'hypothese I.

4.2.2 Vérification de ’hypothese 11

Soit H,, la fonction empirique obtenue en interpolant linéairement la fonction

de répartition H,,. Il est clair que

ce qui implique que
Vnsup |H,(z) — Hy(z)| < —
TEX n

et par le fait méme, la premiere partie de I'hypothese II est vérifiée.

Soit maintenant ¢ : [0, 1] — [0, 1] une fonction continue et

. w(t) = % S IGXIHe < 0} - Bp(OMz <1} ), (€T,

Puisque r = 1, la deuxieme partie de I’hypothese II sera vérifiée si pour tout

compact C' C T,
Sup | (t + 8/v/n) — anyp(t)] L.
teC
Nous allons montrer, plus généralement, que pour tout n > 0, il existe
0 < d < 1/2 et ng tels que pour tout n > ng, on ait
P{w(any,0) >n} <mn,
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ou
w(a, 4,0) = sup |Qtn,(8) — s (t)]-

0<s,t<1, |s—t|<d

Pour ce faire, nous nous appuierons sur le résultat suivant, dont la démons-

tration est donnée dans I’Annexe |Al
Lemme 4.1 La suite de processus (o, y, Hy) est tendue et la suite (o, IH,)
converge en loi vers un processus gaussien continu et centré (o, IH) tel que

cov{a(s), a(t)} = bB{(sAt)—st} —3(sAt)log(sAt)

+2(s A t)log(s V) + 3 st{log(st) —log slogt},

covia(s), H(x)} = {sA(@Va®)} {” k’g{%}]

@ (s A2MY 141 G
+x (S T ) + og m
v z®
+x(1)<s/\x(2)>{1+log(8 < )}
S

—3I(1)x(2)K(5),

cov{H(z), H(y)} = (xu) A yu)) (x@) Ay@)) 4 Dy@ <$<2> Ayu))
2@y (;;;0) A y<2>) — 3200y

ol z = (x(l),x(z)) et y = (y(l)’ y(2)).

Ce lemme implique en particulier que la suite (a,, ) est tendue dans

I'espace D0, 1] des processus cadlag munis de la topologie de Skorohod.
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Or, on peut construire par interpolation linéaire un processus continu
ay, ., tel que |ay 4 (t) — a7, ,(t)| < 1/y/n pour tout ¢ € [0,1]. En vertu de
I'inégalité (14.11) de Billingsley (1968), il s’ensuit que

IA

w(a;,ﬂn 6) + 1/\/5
Qw/(a/n,wv (5) + 1/\/ﬁ
< 2w/(an,wa 5) + 3/\/57

w(ay, 4, 0)

IA

ou

w'(a ) = inf inf max su QO (8) — o (t
(Onad) = o, o s y(s) = 0 o)

ou Py, est Pensemble des partitions de l'intervalle [0, 1] en m > 1 points

O=ty<ti1 <---<t,=1telsquet;, —t;_1 >0 pour tout 1 <7 < m.

Une application du théoreme 15.2 de Billingsley (1986) permet alors de
déduire que pour tout n > 0, il existe 0 < § < 1/2 tels que pour tout n > ny,

on ait
P{w'(ap, ,0) > n} <,

ce qui permet de conclure que la deuxieme partie de I’hypothese II est vérifiée.
La troisieme partie de cette hypothese découle quant a elle directement du

lemme 4.1.

4.2.3 Vérification de ’hypothese 111

Enoncons d’abord un corollaire au théoréme d’Alexander (1987) présenté

dans Barbe et coll. (1996).
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Corollaire 4.1 Soit q(t) = /tlogP(1/t) et, pour M > 0, 1 < 2p < r et

n > 1 quelconques, posons t,, =log"(n)/n et définissons F,, p l'événement

|H,,(z) — H(z)|
A VR ey S

Si k(t) = o{t™/21og™V/?>7¢(1/t)} quand t — oo, alors

lim lim inf P(F, ) =1

M — 00 n—oo
et
< MlogP"*(n) — 0

sup
z:H(z)>ty H(SL’)

quand n — oo et lorsque F,, yr est satisfait.

L’intéréet de ce corollaire est que la suite

H () — H(o)
L S ety 7y

est tendue.

Pour vérifier 'hypothese 111, définissons d’abord la fonction ¢(t) = —t'/2

logt de méme que la suite ¢, = (logn)?/n.

Il est montré a1I’Annexe B que ¢(t) est positive et croissante dans un voisi-
nage positif de zéro, que ¢(t)/t est décroissante sur (0, 1) et que q(2t)/q(t) est
bornée autour de zéro. Conformément a la notation employée par Ghoudi &
Rémillard (1998), la fonction ¢ appartient & ’ensemble Q défini au Chapitre 3.
Dans notre cas, T'= (0, 1] et ¢, = inf T'= 0 n’appartient donc pas a 7.

Dans I’Annexe B| il est montré que

. . q(tn) .
1 K(t,) =0, 1 =0 et limk(t)g(t)=0.
A VrR(t) =0, lim S0 =0 et T k(tg(1)
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Avant d’aller plus loin, considérons les ensembles
Av={1...nyn| J{2ki+1,... (2 + 1)k}

et
Ay ={L,...n}n| J{@i+Dk+1,...,2(i+ 1)k},

=0
définis pour tout délai k. Il s’agit des mémes ensembles A, utilisés a I’Annexe

A pour la démonstration du lemme 4.1.

Définissons maintenant Hﬁe) comme étant la fonction de répartition em-

pirique construite a partir des n, observations X; de I’ensemble A, et

HY = /ng (HY —H), (=1,2.

ne ne

On voit alors que toutes les conditions d’application du corollaire 4.1/ sont

vérifiées, ce qui implique que les deux suites

|HS) ()|
sup , 1=1,2
{x Hwsn AH@Y |

sont tendues.

Puisque

HO (2 Z[ﬂ{xq}— H()|, ¢=12,

ZG.A[

H,(r) = Z{][{X <z} — H(z )}
EA; {E{X <oy — H(x )} + Z {H{Xigx} — H(a:)}]

€A

3\ 3\

l
= {VmED @) B @) )

_ ™ HO(z) + "2 HO(g).
n1 + neo ni + neg 2

%\
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Ainsi,

wp @I Y@ [ )]
z:H(z)>ty Q{H(x)} o z: H(z)>ty Q{H(Jf)} z: H(z)>tn Q{H(LU)}

La suite sup,. s (;)¢, 1 (z)|/q{ H(z)} étant bornée par la somme de deux
suites tendues, il s’ensuit qu’elle est elleeméme tendue, ce qui complete la

vérification de 'hypothese III.

4.3 Enoncé des résultats principaux

Soient JH la limite du processus H, = /n (H, — H) et a(t) la limite du
processus empirique ay,(t) = /n [0, I{H(X;) < t}/n — K(t)]. Etant
donné les vérifications faites a la Section 4.2, le résultat suivant est une

conséquence du théoreme 2.1 de Ghoudi & Rémillard (1998).

Théoreme 4.1 Le processus de Kendall sériel bivarié,

tel que défini a la Section 4.1, converge vers un processus gaussien contini

et centré IK(t) = a(t) — p(t, IH) ayant pour fonction de covariance
[(s,t) =st—(sAt){1+log(sVt)}.
Les calculs permettant d’obtenir la fonction de covariance de ce processus

sont détaillés a 1I’Annexe [C.
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Remarque 4.1 Il est intéressant de remarquer que dans le cas bivarié, ’ex-
pression de la covariance est la méme pour les processus de Kendall sériel et

non sériel. Ces deux processus bivariés ont donc la méme loi limite.

Remarque 4.2 Soit 7, le tau de Kendall expérimental calculé a partir des
paires X; = (Y;,Yir), 1 <i < n. Dans un article récent, Ferguson et coll.
(2000) proposent d’utiliser cette statistique pour tester l’hypothése d’indépen-

dance sérielle. Sous cette hypothése, on voit immédiatement que

1
\mm:—{/ﬂgwﬁ,
0

converge vers un processus gaussien de moyenne nulle et de variance

1
16/ / ['(s,t)dsdt = 4/9,
o Jo

11
/ / ['(s,t)dsdt =
o Jo

car

[asy

S— —
ﬁc\

[y

[st — (s ANt){1 +log(s V t)}]dsdt

(st — s — slogt)dsdt

1 1

+/ / (st —t —tlog s)dsdt
o Ji

t t2 2

! t
———+ =1
(2 2+20gt)dt

|
S~

2 43 43 371
- [ra*alogt‘ﬁh
111
T4 6 18
1
= =

Ce résultat est donc en accord avec celui de Ferguson et coll. (2000).
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Jusqu’ici, nous avons toujours considéré un délai fixe. Pour énoncer le
résultat suivant, définissons IK, ;, un processus de Kendall sériel de délai i

bati a partir d’une série univariée, et IK;, la limite de ce processus.

Théoréme 4.2 {IK,1(t), ..., IK,4(t)} converge vers un processus gaussien
centré et continu {IK1(t), ..., IKq4(t)} dont la fonction de covariance limite

est donnée, pour i,j € {1,...,d}, par

st—(sANt){l+log(sVt)}, 1=
lim COV{Kn,xS),Kn,j(t)} _ ( N g( )} 7
o O’ Z%j?

ce qui signifie que deux processus de Kendall sériels de délais différents batis

a partir de la méme série sont indépendants.

Démonstration.  Du théoreme 4.1, les suites I, ;(t), ¢ = 1,...d, sont
tendues et convergent vers IK;. Ainsi, {IK,1(t), ..., IK,4(t)} converge vers

une loi jointe gaussienne centrée et continue notée {IK;(t), ..., IK4(t)}.

La fonction de covariance limite, lorsque ¢ = j, est également déduite du
théoreme 4.1. Les calculs qui montrent que lim,,_,, cov{ I, ;(s), IK, ;(t)} =

0, pour ¢ # 7, se trouvent a la section 5 de I’Annexe C.

4.4 Processus de Kendall sériel d-varié

Considérons a nouveau la suite Y7, Y5, ... d’observations stationnaire issue

d’une loi F' inconnue et supposée continue. A Taide d'un échantillon de
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taille n 4+ d — 1, définissons de la maniere suivante les n vecteurs de varia-
bles aléatoires X; formées en regroupant d observations consécutives de cette

suite :

Ces variables nous permettront de caractériser la dépendance sérielle entre

(au plus) d termes consécutifs de la suite des Y;.

De fagon similaire au cas bivarié (Section 4.1), nous allons établir la
convergence du processus de Kendall sériel en vérifiant les trois hypotheses
du théoréme principal de Ghoudi & Rémillard (1998). Dans ce qui suit,
X = (XW,...,X9) et H, H,, K et K, ont la méme signification que

précédemment.

Dans un premier temps, montrons comment calculer explicitement K, la
fonction de répartition de ¢ = H(X) sous ’hypothese d’indépendance. Dans
ce cas, on sait que H(X) = [[L, F(X®) = [[L, U, ot U; ~ 1(0,1), 1 <
i < d. Puisque les variables —log(U;) sont des observations indépendantes
de la loi exponentielle d’espérance 1, leur somme est distribuée selon une loi

Gamma (d, 1). Par conséquent, la densité de ¢ est donnée par

k() = flog(1/u)}*”", ue (0,1].

1
(d—1)!
On en déduit que

Ko(t) = /0 bea () dt = /O ﬁ{loga/u)}d—ldu.

En intégrant cette expression par partie, on s’apercoit que

/0 ka(u)du = t{lo(%;l_/tl))}; _ —I—/O ka—1(u)du.
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En développant récursivement cette expression et en utilisant le fait que

t
/ ki(u)du = t,
0

K — oy e

déja rapportée par Barbe et coll. (1996).

on obtient finalement

4.4.1 Vérification de I’hypothese I

Pour demeurer cohérent avec la notation introduite par Ghoudi & Rémillard,
définissons 7' = (0,1], X = [0,1]? et C, Pensemble des fonctions continues

et bornées de [0,1]¢ — R.

En employant le méme argument qu’a la section 4.2.1, on peut voir que la

densité k, est bornée sur tout compact de 7' = (0, 1]. Considérons maintenant
pt, ) = ka(OE{f(X)| H(X) =1}

d
= kd(t)E{f(Ul,,Ud)‘HUZ:t}, OfleCf, tefT.

Pour calculer I'espérance, il faut d’abord déterminer la loi jointe de Uy,
vy Ugq, H?Zl U;. En effectuant la transformation =, = U;, i =1,...,d—1
et 24 = Hle U;, dont la valeur du jacobien vaut 1/ (Hf;ll &), on voit que la

loi jointe de =4, ..., =4 est

-1 \ !
fE1 ..... Ed(fla"'afd): <H€Z> )
=1
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ou0<&,..., & 1<let0<&<é <~ <<l
De la,

pt, ) = ka(O)E{f(X)|H(X) =t}

d—1
= kd(t)E{f (51,...,Ed_1,t/H 5) ETE t}
1 - d—1
= Am'f(fl,---,fdht/g&) dgy -+ d&q1,

ou D est le domaine des variables &;,...,&; 1.

La preuve de la continuité de (¢, f), de méme que le résultat

o0
lim sup P{r(X) > u}du =0,
M—oo Jpr seC
s’obtiennent de la méme maniere que pour le cas bivarié, ce qui complete la

vérification de I’hypothese 1.

4.4.2 Vérification de ’hypothese 11

La premiere partie de 'hypothese II se vérifie comme précédemment en in-

terpolant linéairement la fonction de répartition H, par H,,.

Le reste de la vérification de 'hypothese II procede de la méme maniere
que dans le cas bivarié, en se servant du résultat suivant qui généralise le

lemme 4.1 & d dimensions.

Lemme 4.2 La suite de processus (o, H,), construite a partir des va-

riables X; = (Yi,...,Yita-1), est tendue et la suite (o, H,), construite a
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partir des mémes variables, converge en loi vers un processus gaussien continu
(cv, H) dont la fonction de covariance est la limite des fonctions de covariance

de (o, Hy).

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que les suites «, et I,
sont tendues, ce qui impliquera la tension de la suite (a4, H,). Pour ce

faire, soient les d sous-ensembles suivants:

Bo=A{1,....nyn| J{di+¢}, ¢=1,....d
1=0

Ces ensembles seront utiles car toutes les observations X; dont les indices

appartiennent a un méme ensemble B, sont indépendantes.

Ecrivons maintenant

ou, pour £ € {1,...,d},
1
0 _
Ayt == Z V(X <t} - B[ 9(X)I{= < 8}]].
1€ By
Le processus a,, ,(t) peut donc s’écrire comme la somme de d processus batis

a partir d’observations indépendantes.

La tension des suites ag’)w(t) s’obtient en utilisant I'inégalité A.1 du théo-
reme A.1. Les calculs sont exactement les mémes que dans le cas bivarié. Il
s’ensuit alors que a, () est tendue, une somme finie de suites tendues étant

bien entendu tendue.
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Soit maintenant ny, le nombre d’éléments de ’ensemble By, oul =1,...,d.
Il est clair que n = ny + --- + ng. On pourrait facilement démontrer, par
des manipulations algébriques similaires a celles présentées a la section 4.2.3,

que

B = 3\ L HOw)

ou
1
HY(@) = —=>" [1{X; < o} = H(X)]
] Ny ¢
€8y

Puisque Hﬁ?(x) est composée d’observations indépendantes, un résultat
d’Alexander (1987) nous assure de sa convergence et donc de sa tension. La
suite IH,, étant ainsi bornée par une somme finie de suites tendues, elle est

elle-méme tendue.

Finalement, pour montrer la convergence de la suite (a,, H,), il reste
a établir que, pour tout m > 1 et toutes valeurs tq,...,t,, et x1,...,Zm,
{an(t), ... an(tn), Hy(xy),. .., Hy(x,)} converge vers {a(ty),...,a(ty),
H(zy),...,H(z,)}. Ce résultat s'obtient en répétant mutatis mutandis la

démonstration du lemme A.2l &

4.4.3 Vérification de I’hypothese 111

Ici encore, 'argument est semblable a celui développé dans le cas bivarié.

Posons ¢(t) = t'/?1og(1/t), un élément de Q, et soit en outre t,, = (log” n)/n.
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Dans I’Annexe B, il est montré que /nK(t,) — 0, ou

log(1/t)}*1
Z{g/

et que kq(t)q(t) — 0, on

ka(t) = {log(1/6)}*~".

1
(d—1)

Pour démontrer que la suite

B
x:H (z)—t« >t Q*{H<I> - t*} n>1

est tendue, il suffit d’observer que

(f)
wp Lo g | \Hw o)
up < d max up —

et que chacune des suites

| ()]
sup , 0=1,....d
{xH 1ot ({H(2)} o

est tendue, puisque les conditions du corollaire 4.1/ sont toutes vérifiées. Ceci

termine la vérification de I'hypothese III.

4.4.4 Enoncé du résultat principal

Compte tenu de la vérifications des hypotheses faite aux Sections 4.4.1, 4.4.2
et 4.4.3 le résultat suivant est une conséquence du théoreme 2.1 de Ghoudi &

Rémillard (1998).
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Théoréme 4.3 Le processus de Kendall sériel d-varié, IK,, = \/n(K, — K),
défini au début de la Section 4./, converge vers un processus gaussien continu

et centré IK ayant comme représentation
K(t)=a(t) —ut,H), 0<t<1,

ot «t) et IH sont respectivement les limites des processus o, et IH,. De

plus, la fonction de covariance limite est donnée par

cov{IK (s), IK(t)} =T a(s,t) —Tau(s,t) —Taul(t,s) +Tpu(s, t),

Foa(s,t) = lm cov{a,(s), a,(t)},
Lou(s,t) = lim cov{a,(s), u(t,H,)},
L,u(s,t) = lim cov{u(s, H,), u(t,H,)}.

Remarque 4.3 Il ne semble pas possible d’obtenir une expression simple
pour la fonction de covariance de ce processus d-varié. Nous ne croyons pas
non plus que cette fonction de covariance soit généralement la méme que celle

du processus de Kendall non sériel défini dans Barbe et coll. (1996).
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Chapitre 5

Quelques statistiques déduites du processus de

Kendall sériel

Il est possible, a partir du processus

]Kn(t) = \/E{Kn(ﬂ - K(t)}a
de construire des statistiques permettant de tester I’hypothese de bruit blanc
dans une série chronologique univariée. Trois statistiques de ce type sont
présentées dans ce chapitre, a savoir la statistique de Kolmogorov-Smirnov,

la statistique de Cramér-von Mises et le tau de Kendall.

Le comportement asymptotique du processus de Kendall sériel, établi au
chapitre 4 sous I’hypothese d’indépendance, garantit la convergence en loi de
ces statistiques, qui s’expriment comme fonctionnelles continues de ce proces-
sus. Comme il est toutefois difficile d’exprimer ces lois sous forme analytique,

certains de leurs quantiles ont été déterminés a ’aide de simulations. Ces
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résultats, nécessaires pour ’application des tests, sont donnés sous forme de

tableaux dans les pages suivantes.

Au chapitre 6, lefficacité relative de ces trois statistiques sera comparée.
Comme on le verra, l'intérét des statistiques de Kolmogorov-Smirnov et de
Cramér-von Mises réside entre autres dans le fait que si la taille d’échantillon
est suffisamment grande, elles permettent de rejeter I’hypothese d’indépen-
dance si K(t) = P{H (Y1, Y1) <t} #t —tlog(t), t € [0,1], contrairement
a la statistique basée sur le tau de Kendall sériel qui n’amene le rejet que si

[ K(t)dt # 3/4.

5.1 La statistique de Kolmogorov-Smirnov

De maniere générale, la statistique de Kolmogorov-Smirnov est basée sur la
différence en norme sup entre deux fonctions de répartition. Dans notre cas,
on peut la définir comme suit

S5 = sup ValKa(t) — K(t)] = sup [ K, ()],

0<t<1 0<t<1
puisque K, et K coincident en dehors de l'intervalle [0, 1]. La convergence
du processus IK,, établie au chapitre 4 entraine immédiatement celle de SX9
vers supg<y<; [HK(t)[. Les quantiles de cette loi limite étant toutefois difficiles
a obtenir analytiquement, ils ont plutot été déterminés par simulation sous

I’hypothese nulle d’indépendance sérielle.

35



TABLEAU 1: Quantiles de la loi de la statistique de Kolmogorov-Smirnov
basée sur un échantillon aléatoire de taille n, tels qu’estimés a partir de

10 000 répétitions.

n 90 95 975 98 99 99.5  99.9

10 1.458 1.475 1475 1.650 1.650 1.775 1.791
20 1.326 1.440 1.496 1.496 1.607 1.663 1.774
30 1.275 1.383 1.453 1471 1.495 1.636 1.763
40 1.243 1.332 1455 1456 1.507 1.613 1.694
50 1.224 1.328 1.394 1.429 1.507 1.573 1.715
60 1.202 1.300 1.405 1.429 1.516 1.559 1.694
70 1.182 1.284 1.378 1.408 1.489 1.577 1.737
80 1.179 1.275 1.378 1.389 1.497 1.554 1.722
90 1.159 1.263 1.366 1.379 1.463 1.516 1.657
100  1.155 1.259 1.352 1.377 1.455 1.546 1.702
200 1.100 1.205 1.303 1.326 1.414 1.489 1.630
300  1.088 1.191 1.294 1.327 1.413 1.498 1.622
400 1.074 1.174 1.268 1.305 1.389 1.461 1.613
500  1.074 1.164 1.247 1.276 1.356 1.439 1.607
750  1.061 1.1656 1.264 1.287 1.378 1.444 1.600
1000 1.061 1.161 1.258 1.287 1.376 1.458 1.620
2000 1.050 1.152 1.250 1.275 1.364 1.449 1.633
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Le tableau 1 donne les valeurs estimées de plusieurs quantiles de la loi de
SES sous 'hypothese nulle pour différentes tailles d’échantillon. Ces estima-
tions sont fondées sur 10 000 réplicats. Comme le processus est légerement
biaisé a taille finie (quoiqu’asymptotiquement sans biais), la convergence des
quantiles est relativement lente. En vue de I'accélérer, nous avons donc sous-
trait 7/(12n) de chacune des pseudo-observations, comme Ferguson et coll.

(2000) le font implicitement.

Le tableau 2 donne les quantiles de la statistique modifiée

SES* — sup v/n | K, (t—i— L) — K(t)‘,
telR 12n

qui converge vers la méme limite. Comme on peut le constater, I’approxima-

tion asymptotique devient alors valable pour de tres petits échantillons.

5.2 La statistique de Cramér-von Mises

La statistique de Cramér-von Mises, définie par

1 2
SSVM:n/O {Kn (t+%) —K(t)} dt,

mesure la distance en moyenne quadratique entre la fonction de répartition

empirique corrigée K,{t + 7/(12n)} et sa limite K(¢). En se servant du

CVM
Sn

théoreme 4.1, on voit tout de suite que converge vers la statistique

Jo (LK (1) ydt.
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TABLEAU 2: Quantiles de la loi de la statistique de Kolmogorov-Smirnov
corrigée basée sur un échantillon aléatoire de taille n, tels qu’estimés a

partir de 10 000 répétitions.

n 90 95 975 98 99 99.5  99.9

10 1.031 1.031 1.292 1.313 1.347 1.347 1.663
20 1.068 1.138 1.240 1.304 1.335 1.464 1.672
30 1.059 1.152 1.242 1.299 1.346 1.424 1.551
40 1.079 1.146 1.251 1.278 1.384 1.443 1.587
50 1.054 1.168 1.242 1.292 1.356 1.473 1.631
60 1.052 1.155 1.236 1.264 1.346 1.427 1.596
70 1.063 1.172 1.249 1.288 1.360 1.464 1.644
80 1.066 1.164 1.270 1.291 1.386 1.436 1.680
90 1.055 1.164 1.264 1.296 1.372 1.455 1.620
100  1.058 1.142 1.238 1.275 1.366 1.441 1.614
200 1.047 1.146 1.240 1.268 1.358 1.432 1.593
300 1.053 1.150 1.244 1.272 1.353 1.445 1.707
400  1.053 1.149 1.248 1.267 1.368 1471 1.5391
500  1.054 1.156 1.250 1.276 1.353 1.450 1.583
750  1.048 1.149 1.244 1.275 1.364 1.429 1.601
1000 1.054 1.156 1.249 1.276 1.358 1.447 1.594
2000 1.051 1.158 1.250 1.280 1.355 1.448 1.611
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TABLEAU 3: Quantiles de la loi de la statistique de Cramér-von Mises
basée sur un échantillon aléatoire de taille n, tels qu’estimés a partir de

10 000 répétitions.

n 90 95 975 98 99 99.5  99.9

10 0.154 0.192 0.233 0.250 0.289 0.339 0.435
20 0.157 0.200 0.247 0.261 0.309 0.350 0.460
30 0.161 0.202 0.247 0.261 0.309 0.358 0.455
40 0.162 0.207 0.251 0.266 0.311 0.345 0.475
50 0.160 0.200 0.251 0.267 0.311 0.361 0.462
60 0.160 0.207 0.256 0.270 0.308 0.349 0.464
70 0.159 0.206 0.247 0.266 0.318 0.360 0.483
80 0.161 0.202 0.246 0.263 0.314 0.365 0.522
90 0.161 0.206 0.254 0.268 0.315 0.370 0.468
100 0.160 0.204 0.248 0.263 0.316 0.363 0.471
200 0.159 0.200 0.244 0.259 0.303 0.354 0.435
300 0.161 0.205 0.251 0.266 0.313 0.350 0.490
400  0.159 0.202 0.250 0.262 0.305 0.368 0.498
500  0.158 0.206 0.254 0.269 0.316 0.378 0.487
750  0.160 0.204 0.249 0.268 0.314 0.361 0.493
1000 0.162 0.211 0.255 0.269 0.319 0.371 0.464
2000 0.161 0.205 0.253 0.270 0.316 0.375 0.488
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Le tableau 3 illustre la convergence de plusieurs quantiles de la loi de
SEVM gous 'hypothese nulle. Comme on peut le voir, 'approximation asymp-

totique est valable pour de tres petits échantillons.

5.3 Le tau de Kendall

Soit 7,, le tau de Kendall expérimental calculé au moyen des paires X; =
(Y;,Yiir) formées a partir de la chronique Y7,...,Y,x. Nous avons déja

signalé a la remarque 4.2 que sous '’hypothese nulle d’indépendance sérielle,
1
Vnt, = —4/ IK,(t)dt
0
converge vers une loi N(0,4/9).

Le tableau 4 illustre la convergence de plusieurs quantiles de la loi de la
version corrigée et normalisée 1.5v/n{7, — 7/(12n)} sous la méme hypothese
de bruit blanc. Comme on peut le voir, ici encore I'approximation asympto-

tique est valable pour de tres petits échantillons.

40



TABLEAU 4: Quantiles de la loi de la statistique de Kendall sérielle basée
sur un échantillon aléatoire de taille n, tels qu’estimés a partir de 10 000

répétitions.

n 90 95 975 98 99 99.5  99.9

10 1.360 1.739 1.929 2119 2.308 2.498 2.878
20 1.297 1.632 1.968 2.035 2.303 2.571 2.907
30 1.296 1.625 1.954 2.063 2.319 2.611 3.086
40 1.273 1.629 1937 2.032 2.316 2.530 3.075
50 1.304 1.677 1.966 2.051 2.322 2.560 2.984
60 1.291 1.652 1.949 2.027 2.285 2.569 3.227
70 1.282 1.651 1.928 2.040 2.327 2.522 3.024
80 1.319 1.671 1965 2.074 2.334 2.552 2971
90 1.268 1.634 1.922 1999 2.259 2.533 3.159
100 1.294 1.654 1978 2.074 2.362 2.584 3.226
200 1.295 1.672 1.980 2.044 2292 2.542 3.013
300  1.313 1.682 1.993 2.091 2.380 2.575 3.210
400 1.273 1.647 1.962 2.054 2.294 2.503 3.100
500  1.283 1.658 1.976 2.105 2.375 2.605 3.119
750  1.313 1.655 1.957 2.048 2.313 2.619 3.146
1000 1.316 1.666 1.965 2.053 2.288 2.555 3.095
2000 1.277 1.634 1.949 2065 2.324 2572 3.171
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5.4 Etude d’une série chaotique déterministe

Au chapitre 1, nous avons présenté une série déterministe que le corrélo-
gramme identifie injustement comme un bruit blanc. Nous allons maintenant
montrer que les nouveaux tests développés a partir du processus de Kendall

sériel détectent cette dépendance.

Rappelons tout d’abord que les termes de cette série stationnaire sont

définis récursivement par

%, 0<vi<1/2,
}/Z'+1: ) 221

ou Y; ~U(0,1). Remarquons que pour tous 0 < u,v < 1, on a

HC(U,U) = P(Y; S u7}/;+1 S U)
= P(Y; <u,Y; <1/2,2Y; <v)+ P(Y; <w,Y; > 1/2,2 - 2Y; <)
= P{Y; <min(u,v/2)} + P{1 —v/2 <Y, <u}

= min(u,v/2) + max(u+v/2 — 1,0).

Par conséquent, H.(Y;,Y;y1) = YVisiY; < 1/2 et H(Y;, Y1) = 1-Y;
lorsque Y; > 1/2. Ainsi, pour tout 0 <t < 1,

Kc(t) = P{Hc<}/;7}/;'+l) < t}
= PY;<tY;<1/2)+P(1-Y; <tV >1/2)
= min(¢,1/2) + 1 — max(1 —¢,1/2)

= min(2¢,1).
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Cette fonction étant bien différente de celle qui correspond a l'indépen-
dance sérielle, a savoir K (t) =t —tlogt, les tests qui utilisent les statistiques
de Kolmogorov-Smirnov et de Cramér-Von Mises, basées sur le processus
Vi{K,(t) — K(t)}, devraient rejeter 'hypotheése nulle. Toutefois, malgré
le caractere déterministe de cette série, un test effectué a partir du tau de

Kendall ne devrait pas rejeter cette hypothese d’indépendance sérielle car
1/2
7. = AE{H.(U,V)} —1= 4/ tdK (t) — 1
0

1/2
= 4/ dt —1=4(1/4) —1=0.
0

Cette observation est confirmée par les trois tableaux suivants, qui don-
nent, pour des séries de taille 20, 50 et 100, le pourcentage de rejet de
I’hypothese nulle au seuil de 5%, tel qu’observé a partir de 10 000 séries,
et ce pour les délais 1,...,5. Le programme ayant servi a créer ces tables est

reproduit a I’annexe D.

TABLEAU 5: Pourcentage de rejet de 'hypothese nulle pour différents

délais de la série chaotique de longueur 20, tel qu’estimé a partir de 10 000

répétitions.
Statistiques 1 2 3 4 5
tau de Kendall 22.160 7.190 5.650 5.940 5.220

Kolmogorov-Smirnov  39.720 9.120 4.050 3.560 2.690
Cramér-von Mises 51.040 11.780 5.750 5.650 4.790
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TABLEAU 6: Pourcentage de rejet de I'hypothese nulle pour différents

délais de la série chaotique de longueur 50, tel qu’estimé a partir de 10 000

répétitions.
statistiques 1 2 3 4 5)
tau de Kendall 24.120 8400 5.500 5.270 5.090

Kolmogorov-Smirnov  84.350 25.060 7.990 3.850 2.880
Cramér-von Mises 95.380 20.450 6.450 4.910 4.400

TABLEAU 7: Pourcentage de rejet de I'hypothese nulle pour différents

délais de la série chaotique de longueur 100, tel qu’estimé a partir de 10 000

répétitions.
statistiques 1 2 3 4 5}
tau de Kendall 24.270  9.210 5.840 5.250 4.520

Kolmogorov-Smirnov ~ 99.940 50.440 13.270 5.040 3.360
Cramér-von Mises 100.000 37.420 7.690 4.830 3.670

Ces tableaux nous montrent que les statistiques de Kolmogorov-Smirnov et
de Cramér-von Mises sont beaucoup plus efficaces que le tau de Kendall pour
détecter la dépendance sérielle dans cette série déterministe, particulierement
pour des chroniques de longueur 50 et de 100. On remarque cependant que le
pourcentage de rejet diminue rapidement lorsque le délai augmente. Ceci est
vraisemblablement attribuable au fait que le caractere de cette série devient

de plus en plus imprévisible a mesure que le délai croit. Pour de plus amples
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détails concernant la nature chaotique de cette série, consulter par exemple

Brock (1986).

Pour sa part, le fait que la statistique de Kendall sérielle de délai 1 rejette
I’hypothese de bruit blanc une fois sur 4 environ vient probablement de ce
que la variance de cette statistique est plus grande pour la série chaotique

que sous l'indépendance.
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Chapitre 6

Tests de puissance

Nous avons vu a la fin de la section 5.4 que les statistiques de Kolmogorov-
Smirnov et de Cramér-von Mises rejettent plus souvent 'hypothese d’indé-
pendance que le tau de Kendall, dans le cas particulier de la série déterministe.
Dans ce chapitre, la puissance de ces trois mémes statistiques sera étudiée

sous divers scénarios de dépendance sérielle.

6.1 Modeles autorégressifs

En premier lieu, a 'instar de Ferguson et coll. (2000), nous allons considérer
des contre-hypotheses markoviennes de type X; = 60X, 1 + ¢;, ou les er-
reurs g; obéiront successivement a une loi normale, logistique, de Laplace
et de Cauchy. Le coefficient d’autocorrélation # prendra les mémes valeurs

que dans leur article, soit 1/4, 1/8, 1/16, 1/32 et 0 (# = 0 correspond a
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I'indépendance). Cependant, il est a noter que contrairement a ces auteurs,
les tests effectués seront bilatéraux, ce qui empéche toute comparaison directe

avec leurs résultats.

Le tableau 8 rapporte le pourcentage de rejet au seuil de 5% pour une
chronique de longueur 20, tel qu’estimé a partir de 10 000 répétitions. Les
tableaux 9 et 10 donnent les résultats correspondants pour des séries de

longueur 50 et 100 respectivement.

On constate d’abord que toutes les statistiques conservent leur seuil no-
minal, qui est ici de 5%. De plus, on remarque qu’a part quelques exceptions
attribuables a l'erreur expérimentale, la puissance augmente lorsque 6 croit,
comme on pouvait s’y attendre puisque la dépendance entre les observations

successives de la série chronologique devient alors plus forte.

La principale surprise vient du fait que dans presque tous les cas, le tau de
Kendall sériel rejette I'hypothese nulle plus fréquemment que les deux autres
statistiques. Quelques exceptions surviennent lorsque la dépendance est tres
faible (# = 1/16,1/32) et dans ces cas, c’est la statistique de Cramér-von
Mises qui domine. Notons par ailleurs que cette derniere termine bon second

dans presque toutes les situations considérées.
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TABLEAU 8: Pourcentage de rejet au seuil de 5% pour une chronique de

longueur 20, tel qu’estimé a partir de 10 000 répétitions.

Loi des erreurs statistique 0=1/4 6=1/8 0=1/16 0#=1/32 6=0
Normale K-Smirnov 7.21 4.43 4.00 4.56  4.05
C-V-M 14.89 7.16 5.53 5.32  5.00
Kendall’s tau 16.15 7.25 5.21 4.84  4.16
Logistique K-Smirnov 7.78 4.33 3.78 412 424
C-V-M 15.29 7.48 5.43 5.44  4.88
Kendall’s tau 16.63 7.32 5.29 4.86  4.66
Laplace K-Smirnov 8.91 4.65 4.07 4.39  4.68
C-V-M 19.33 8.83 5.81 5.38  4.98
Kendall’s tau 21.58 9.31 5.66 4.92  4.60
Cauchy K-Smirnov 18.25 7.80 4.75 441  4.63
C-V-M 36.87 16.12 8.84 6.59  5.28
Kendall’s tau 41.64 18.52 9.63 6.63  4.79
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TABLEAU 9: Pourcentage de rejet au seuil de 5% pour une chronique de

longueur 50, tel qu’estimé a partir de 10 000 répétitions.

Loi des erreurs statistique 0=1/4 6=1/8 0=1/16 0#=1/32 6=0
Normale K-Smirnov 23.34 9.15 6.46 5.46  5.79
C-V-M 35.03 12.56 7.01 585  5.24
Kendall’s tau 36.89 12.71 6.55 548  4.53
Logistique K-Smirnov 24.37 9.16 6.50 5.55  5.45
C-V-M 36.83 12.89 7.23 573  5.25
Kendall’s tau 39.33 13.06 6.56 526  4.75
Laplace K-Smirnov 32.33 12.29 7.04 5.77  5.78
C-V-M 47.91 17.36 8.05 6.04 543
Kendall’s tau 52.09 18.24 7.94 5.39 4.61
Cauchy K-Smirnov 59.13 24.34 12.20 7.36  6.01
C-V-M 77.37 35.99 16.40 8.81  5.28
Kendall’s tau 82.16 40.90 18.32 9.22  4.65
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TABLEAU 10: Pourcentage de rejet au seuil de 5% pour une chronique de

longueur 100, tel qu’estimé a partir de 10 000 répétitions.

Loi des erreurs statistique 0=1/4 6=1/8 0=1/16 0#=1/32 6=0
Normale K-Smirnov 42.53 13.24 6.42 5.38  5.06
C-V-M 60.47 20.09 8.32 6.19  5.39
Kendall’s tau 64.22 21.16 8.22 5.56  5.06
Logistique K-Smirnov 45.91 14.29 7.17 5.68  5.38
C-V-M 65.09 21.74 9.38 6.46  5.59
Kendall’s tau 69.12 22.64 9.01 576 5.12
Laplace K-Smirnov 60.19 20.92 8.74 5.74  5.28
C-V-M 78.79 30.42 11.77 6.84  5.26
Kendall’s tau 82.35 32.39 12.03 6.49 4.83
Cauchy K-Smirnov 88.30 45.03 18.74 9.07  5.10
C-V-M 96.85 64.11 27.94 12.34  5.03
Kendall’s tau 98.18 69.63 31.92 13.74  4.52

6.2 Autres modeles de dépendance

Dans un deuxieme temps, nous avons considéré un modele ARCH et des

chroniques stationnaires dont les paires d’observations successives ont pour

loi, soit une copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern, soit une copule archimé-

dienne de Clayton, de Frank ou de Ali-Mikhail-Haq. Les définitions de ces

différents modeles, répertoriés par Nelsen (1999), sont rappelées ci-dessous.
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1°) Modele ARCH

Les modeles ARCH (abréviation de: autorégressifs conditionnellement hé-
téroscédastiques) ont été introduits dans la littérature économétrique par
Engle (1982) pour mieux refléter la volatilité conditionnelle de nombreuses
séries financieres. Pour les fins de notre étude, un modele ARCH(1) a été

retenu, pour lequel les observations successives sont générées par

Y;‘_H = &i+14/ 1+ 350}/;2,

ol les g; sont des variables aléatoires normales centrées réduites indépendantes.
2°) Modele de Clayton
La copule de ce modele bivarié s’écrit sous la forme

Clu,v) =W *+v =1V 0O<uv<l1

oll @ > 0 est un parametre de dépendance li¢ au tau de Kendall par la formule

T=0a/(2+a).

Pour générer une série d’observations ayant cette loi de dépendance, no-
tons que

F,t) = P(V<tU=u)= %C(u,t)

u—(a+1) (u—oz 4o 1)—(a+1)/a
_ {1 + ua<t—o¢ . 1)}—(1—}—&)/(1
et que par conséquent,
E(v) = u(u® — 1 Fo~o/0Fen=te g <y < 1.
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Dans nos simulations, cependant, nous avons plutot utilisé la paramétrisation

0 =a/(1+«a)e|0,1), de telle sorte que 7 = 6/(2 — 0) et

F_l(v) _ u(ue/u—e) 14+ U—€)1—1/9‘

u

Pour simuler une chronique stationnaire dont la loi jointe de deux observa-
tions consécutives est la copule de Clayton, nous avons simplement généré des
variables uniformes et indépendantes Uy, ..., U, et nous avons posé Y; = Uy,
et Vi1 = F;il(UiH) pour i > 1. Ceci a été fait pour les mémes valeurs de 6

qu’a la section précédente, a savoir 6 = 1/4,1/8,1/16,1/32 et 0.

3%) Modele de Frank

Pour ce modele,

C(u,v) = {log(a" + o’ — a"™ —a) —log(1 —a)}/loga, 0<u,v<l1

ol le parametre « est non-négatif. Un calcul simple donne

8 u v u v u+v
Fu(t):P(V§t|U:u):a—C(u,t):oz(1—a)/(a +a’ =o' —a)

u

et par conséquent,

E ' (v) = [log{va + (1 — v)a*} —log{v + (1 — v)a"}]/ log .

Comme la copule d’indépendance est obtenue lorsque o = 1, nous avons
choisi de reparamétriser ce modele en posant § = log(a) € (—00,00). Nous

avons donc généré des observations de cette loi par ’entremise de
F; ' (v) = [log{vexp(6) + (1 — v) exp(uf) } — log{v + (1 — v) exp(ub)}] /0
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pour les mémes valeurs de 6 que ci-haut.
4%) Modele de Ali-Mikhail-Haq

Pour ce modele,

uw
= 1
C(u,v) 60— u)(1=0) 0<u,v<
et —1 <8 <1. On trouve
v—~0v(l —v)

B0 = i wi-op

et son inverse peut s’exprimer algébriquement en résolvant une équation
du deuxieme degré dont le lecteur pourra extraire la solution exacte, assez

longue, du programme modeles.c qui se trouve a ’annexe D.

5%) Modele de Farlie-Gumbel-Morgenstern

La fonction de répartition de cette copule non-archimédienne est donnée par
H(u,v) =uwv~+6uww(l —u)(l —v), 0<u,v<l

Le parametre # prend ici ses valeurs dans I'intervalle [—1,1]. On voit facile-

ment que
0
Fu(t) = P(V < HU = w) = -Clu,t) = t +01(1 = £)(1 — 2u)

et de la,

oun w = 0(1 —2u).
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Les résultats des simulations effectuées a 'aide de ces cinq modeles sont
résumés dans les tableaux 11 a 13. Comme précédemment, nous remarquons
d’abord que toutes les statistiques conservent leur seuil de 5% et que le taux
de rejet s’accentue a mesure que 6 augmente. Le méme phénomene s’observe

en outre lorsque la taille des séries croit.

Pour les modeles de Ali-Mikhail-Haq et de Farlie-Gumbel-Morgenstern,
dans lesquels la dépendance entre les observations successives est tres faible,
aucun des trois tests considérés ne fait bonne figure lorsque n = 20. Bien
que les résultats soient meilleurs pour des tailles de 50 et de 100, ni I'une ni

I’autre des trois statistiques ne détecte facilement la contre-hypothese.

Pour les modeles de dépendance plus forte de Clayton et de Frank, la
statistique de Cramér-von Mises obtient la meilleure performance, suivie de
pres par le tau de Kendall. Pour des séries de taille 100, les trois statistiques
performent trés bien, rejetant I’hypotheése d’indépendance a plus de 90%

lorsque 6 = 1/4.

Finalement, dans le cas du modele ARCH, dont la structure de dépendan-
ce est de nature différente de celle des autres modeles considérés, la statistique
de Kolmogorov-Smirnov, surclassée par les deux autres statistiques dans tous
les autres cas, domine ces dernieres lorsque la taille de la série est grande.
De maniere générale, les statistiques de Cramér-von Mises et de Kolmogorov-
Smirnov se comportent plutot bien dans cette situation, alors que le tau de

Kendall fait pietre figure.
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TABLEAU 11: Pourcentage de rejet au seuil de 5% pour une chronique de

longueur 20, tel qu’estimé a partir de 10 000 répétitions.

Loi des erreurs  statistique 0=1/4 6=1/8 0=1/16 0=1/32 0=
Arch K-Smirnov 10.55 6.98 5.93 5.09 487
C-V-M 11.01 7.59 6.97 6.31  5.39
Kendall’s tau 9.30 7.14 6.27 5.71  4.82
Clayton K-Smirnov 10.44 4.91 4.49 4.34  4.66
C-V-M 15.58 6.94 5.57 5.63  4.98
Kendall’s tau 14.99 6.24 4.92 5.02  4.32
Frank K-Smirnov 29.52 11.28 6.37 5.57  4.29
C-V-M 35.27 12.01 6.50 5.57  4.93
Kendall’s tau 34.39 10.98 5.73 5.14  4.65
Ali-Mikhail-Haqg K-Smirnov 4.51 3.98 4.37 4.43  4.60
C-V-M 6.53 4.91 5.18 5.16  5.05
Kendall’s tau 6.37 4.76 4.36 4.77  4.68
Farlie-G.-M. K-Smirnov 4.18 4.01 4.54 4.48  4.58
C-V-M 6.12 5.37 5.27 495 5.18
Kendall’s tau 5.97 5.13 4.90 4.41  4.55
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TABLEAU 12: Pourcentage de rejet au seuil de 5% pour une chronique de

longueur 50, tel qu’estimé a partir de 10 000 répétitions.

Loi des erreurs  statistique 0=1/4 6=1/8 0=1/16 0=1/32 0=
Arch K-Smirnov 19.05 10.45 7.56 6.82  5.69
C-V-M 15.75 9.01 6.94 6.35  5.33
Kendall’s tau 10.68 7.81 6.64 5.72  4.68
Clayton K-Smirnov 30.91 10.67 6.39 6.09  5.93
C-V-M 34.30 11.03 6.39 5.72  5.26
Kendall’s tau 31.73 9.75 5.85 5.07  4.51
Frank K-Smirnov 66.07 23.61 10.47 6.93  5.75
C-V-M 75.78 27.52 10.89 6.11  5.39
Kendall’s tau 76.57 27.84 10.39 5.66  5.00
Ali-Mikhail-Haqg K-Smirnov 7.54 5.43 5.48 5.35  5.48
C-V-M 9.16 5.85 5.39 5.22  5.28
Kendall’s tau 8.58 5.47 5.09 4.65 4.76
Farlie-G.-M. K-Smirnov 6.69 5.81 5.35 5.66  5.96
C-V-M 8.60 5.81 5.30 5.66 547
Kendall’s tau 8.04 5.29 4.75 5.35  4.93
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TABLEAU 13: Pourcentage de rejet au seuil de 5% pour une chronique de

longueur 100, tel qu’estimé a partir de 10 000 répétitions.

Loi des erreurs  statistique 0=1/4 6=1/8 0=1/16 0=1/32 0=
Arch K-Smirnov 22.70 12.18 8.08 6.88  5.17
C-V-M 20.78 11.48 7.75 6.35  5.39
Kendall’s tau 11.15 9.17 7.03 5.84  5.05
Clayton K-Smirnov 51.75 16.35 7.35 5.51  5.13
C-V-M 57.45 19.40 8.21 6.39 5.23
Kendall’s tau 53.64 17.55 7.29 5.66  4.76
Frank K-Smirnov 92.27 41.10 15.13 8.00  5.58
C-V-M 97.05 50.64 17.66 839 597
Kendall’s tau 97.31 51.43 17.54 7.89  5.25
Ali-Mikhail-Haqg K-Smirnov 10.33 5.71 5.33 5.01 5.71
C-V-M 14.35 6.98 5.77 5.58  6.04
Kendall’s tau 13.66 6.51 5.23 5.00 5.34
Farlie-G.-M. K-Smirnov 8.99 5.78 5.13 5.36  5.12
C-V-M 12.96 6.89 5.52 5.95 5.34
Kendall’s tau 12.97 6.25 5.38 5.35  4.88
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Chapitre 7

Conclusion

Les simulations rapportées au chapitre 6 ont fait ressortir que dans le cas des
modeles autorégressifs, dans lesquels la dépendance entre les observations
successives est linéaire, la version sérielle du tau de Kendall détecte plus
facilement le manque d’indépendance que les statistiques de Kolmogorov-

Smirnov et de Cramér-Von Mises.

Cependant, des situations ont également été identifiées dans lesquelles
les deux statistiques construites a partir du processus de Kendall s’averent
bien meilleures. Il s’agissait en 1'occurrence de modeles ou la dépendance
sérielle est non-linéaire. Pour les chroniques construites a partir de copules,
la statistique de Cramér-von Mises semble étre un bon choix. Son emploi
peut également étre recommandé pour les circonstances ou 1’on soupgonne
que la dépendance sérielle est linéaire, puisque cette statistique s’est avérée

presque aussi efficace que le tau de Kendall dans ces cas-la. En outre, au
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moins un cas de figure a pu étre trouvé ou la statistique de Kolmogorov-
Smirnov domine les deux autres, mais seule une analyse plus approfondie du
comportement de ces trois statistiques permettrait de déterminer pour quel

type de dépendance elles sont optimales.

Dans des travaux futurs, il pourrait également étre intéressant de con-
sidérer des statistiques déduites de processus généralisant d’autres statis-
tiques linéaires de rang. On pense par exemple au rho de Spearman, pour
lequel Ghoudi & Rémillard (1998) ont déja montré (dans le cas non-sériel)
que les pseudo-observations seraient de la forme e; ,, = H,,(Y;) H,,(Yi4). Dans
le cas sériel, le comportement asymptotique de ce “processus de Spearman”
pourrait vraisemblablement s’obtenir par une application des résultats de ces

auteurs.

Finalement, plutot que de se borner a I’étude de la convergence du proces-
sus sous I’hypothese d’indépendance, on pourrait s’intéresser au comporte-
ment limite du processus sous diverses structures de dépendance, dont celles
ol la relation entre deux observations successives de la série est gouvernée par
une copule archimédienne. Cette famille de lois de dépendance a été utilisée,
entre autres, par Genest & Rivest (1993) pour caractériser la dépendance
bivariée dans un contexte non-sériel. Une extension au contexte sériel sem-
ble possible, a condition toutefois d’émettre des hypotheses supplémentaires,

notamment concernant la densité de K(t).

29



Annexe A

Démonstration du lemme 4.1

Pour obtenir le résultat, nous allons montrer que:

1. les suites HH,, et a,, , sont tendues, ce qui entraine que la suite (o, 4,

H,) lest également ;

2. pour tout m > 1 et toutes valeurs ty,...,t,, et xq,..., T, la suite de
variables {a,(t1), Hy(x1), ..., an(tm), Hy(z,)} converge vers la limite

{a(ty), H(x1), ..., a(ty), H(x,)}

Lemme A.1 Les suites de processus o, o et IH, sont respectivement tendues
dans les espaces D0, 1] et D[0,1]* des processus cadlag munis de la topologie

de Skorohod.

Démonstration. Notons d’abord que les observations X; ne sont pas

mutuellement indépendantes. A titre d’exemple, X; = (Y1, Yei1) et Xpiq =
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(Yis1, Yory1) ont toutes les deux Yy 41 comme composante commune. Cepen-
dant, les deux ensembles suivants vont nous permettre de contourner les
éventuels problemes que pourrait engendrer cette dépendance dans la pour-

suite de notre démonstration.

Soient

Av={1,... o} J{2ki+1,...,(2i + Dk}
1=0

et
Ay ={L,...n}n | J{@i+Dk+1,...,2(i+ 1)k},

=0

pour un délai £ donné.

Puisque toutes les observations X; dont les indices appartiennent a un
méme ensemble A, sont indépendantes, il est alors possible, au moyen du
théoreme suivant, extrait de Billingsley (1968), de démontrer la tension des

suites de sous-processus

oy (t) = % > [vxors <) - Bp(X)I{s <], =12

€Ay

La tension de la suite oy, = ag)d, + osz)w en découlera aussitot.

Théoréeme A.1 (Billingsley 1968) Supposons que {X,(t1),..., Xn(tx)} con-

verge en loi vers {X(t1),..., X(tg)} et que pour s <t <w etn >1,

P{IXa(t) = Xa(s)] = A, [ Xn(u) = Xa(t)] 2 A}
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oy >0, a>1/2 et G est continue et non-décroissante sur [0,1]. Alors X,

converge en loi vers X.

L’inégalité [A.1 est un critere pour la tension d’une suite. En vue d’appliquer
ce résultat, fixons £ € {1,2} et s <t < u. Auvudel'inégalité de Chebyschev,

on a alors

l l l l
P{law) =Pl 2 A, 1l (1) = all,(s) = A}

< P [{aﬁfﬁlpm) - aifi)w(t)}? {aff)w(w —a )} xﬂ

a; = (X)) I{t <e <u}— EWX)I{t <e<u}
et

Bi = (X {s < e <t} — E[Y(X)I[{s <e <t}

Soit maintenant n,, le nombre d’éléments de I’ensemble Ay, ¢ = 1,2. 1l

est clair que ny, < n. Puisque les X; sont indépendants pour ¢ € Ay, on a

(z) (57)

= nB(aif) + ne(ng — 1)E(af) E(37) + 2ny(ng — 1) E*(0n 51)
< nE(aif}) +n(n —1)E(a})E(B) + 2n(n — 1) E*(a1fy).
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Chacun des termes E(aif37), E(a?), E(3}) et E(a;/31) sera traité séparément.

On a d’abord

aiff = YHX)I{t < e1 SupE(X)I{s < e < t}]
+PH(X)I{s < er < GE (X)) I{t < & < u}
+EMP(X)I{t < e < uE*[p(X)I{s < & < t}]

—2p(X)I{t < &1 S wpEp(X)I{t < e < uf] E*[p(X)I{s < e < t}]
—2(X1)I{s < ey S EW(X)I{s < e < HE(X)I{t < e < u}]

et puisque ¢ < 1, il s’ensuit que

E(aif)) < {K(u) = KOHE() — K(s)} + {K(t) — K(s)HK (u) — K(t)}
HEK (u) — K()}{K () — K(s)}

2{K (u) — K(s)}* + {K(u) — K(s)}"

3{K (u) — K(s)}".

IA

IN

Ensuite,

o = PAX)I{t<e <uy—2(X)I{t <e <u}yE[(X)I{t <e<u}

+E* (X)) I{t <e < u}],
ce qui entraine que

E(a}) < K(u) = K(t) + {K(u) = K()}* < 2{K(u) — K(s)}.

De la méme fagon, on trouve que

E(B) < K(t) — K(s) + {K(t) — K(s)}* < 2{K(u) — K(s)},
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et par suite,

E(o})B(8)) < 4K (u) — K(s)}*.

Finalement,

a1y = —y(Xy)I{t <e; <ulEW(X)I{s <e <t}
—(X)I{s < ey < HEPX)I{T < & < uj]
FE(X)I{t < ¢ < wBp(X)I{s < = <t}

ce qui permet de déduire que

d’ou

[E(anfh)| = E[PX)I{t <e <u}E[WX)I{s <e<t}]

< {K(u) - K(s)}*

E*(onfh) < {K(u) — K(s)} < {K(u) — K(s)}*.

En assemblant le tout, on voit donc que

Az (5]

IN

VAN

IN

nE(aiBy) +n(n — 1) E(af)B(57) + 2n(n — 1) E*(cnf)
3n{K(u) — K(s)}* + 4n*{K(u) — K(5)}* — 4n{K (u) — K(s)}?
+2n*{K (u) — K(s)}* — 2n{K(u) — K(s)}?

6n*{ K (u) — K(s)}* = 3n{ K (u) — K(s)}?

6n*{ K (u) — K(s)}>
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6n? )
< O (K ) - K(3))

1 2
< {6 -G,

ot G(t) = V6K (t) est continue. Considérant I'inégalité (A1} il s’ensuit que

aﬁfzp est tendue, pour £ =1, 2.

Pour montrer la tension de la suite IH,,, nous utilisons a nouveaux les

ensembles Ay, ¢ = 1,2, ce qui nous permet d’écrire

Hy(x) = /——HY(2)+ ,/——H(2)
ni + N ! ny + No 2

< ) (@) + H) (@),

ou
1
() = — , _ _
HY (z) = NG Z[H{XZ <z} - H(z), (=12
€Ay

Comme ]I—LS? (x) est composée d’observations indépendantes, un résultat
d’Alexander (1987) nous garantit sa convergence et par le fait méme sa ten-
sion. Puisque IH,, est bornée par la somme de deux suites tendues, elle est

donc elle-méme tendue. &
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Lemme A.2 La suite {c,(t1),...,an(tm), Hy(x1), ..., Hy(x,,)} converge vers
{a(t1),...,altn), H(z1),...,H(zmy)}.

Démonstration. Pour alléger la notation, posons

VIo= {an(t),...,cn(tm), Hy(zy),. .., Hy(z,)}
YT = {aty),...,aty), H(zy),. .., H(z,)}.

Nous devons montrer que Y,, converge en loi vers Y. Cela est vrai si,
pour tout vecteur A" = (ai,...,am,b1,...,bn), ai,b; € R, A\TY, converge
en loi vers ATY. D’apres le théoreme central limite sur les suites de vari-
ables aléatoires k-dépendantes, A\"Y,, converge vers une loi N(0,c?), dont la

variance o2 est donnée par

0? = lim var(A'Y,) = lim AT - BE(Y,)Y.[) - A= ATQA

ou
Fa,a(tiatj)7 1 S Z)] S m,
Qi = lim cov(V,), V) =S T, y(ti,z;), 1<i<m<j<2m

n—oo

Upom(zi,25), m<i,j<2m,
d’apres les calculs effectués en C1, C2 et C3 de ’Annexe C. Or, d’apres la
définition méme du processus («, IH), on voit tout de suite que cov(Y®, Y ()) =
Qij, 1 <4,57 <2m. Donc 02 = ATE(YY ), ce qui prouve que \'Y;, con-

verge en loi vers A'Y. o

Combinant le lemme A.1, en posant ¢ = 1, et le lemme A.2, on obtient la
convergence de la suite de processus (ay,, IH,) vers (a, IH), ce qui complete

la preuve du lemme 4.1.
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Annexe B

Calculs de limites

B.1 Propriétés de la fonction ¢(t) = t'/?log(1/t)

Les résultats suivants concernant le comportement de la fonction ¢(t) =
t1/2log(1/t) sont nécessaires pour la vérification de I'hypothése III, tant dans

le cas d-varié que bivarié. Notons que dans tout ce qui suit, ¢, = (logn)?/n.
B.1.1) Preuve que ¢(t) est positive et croissante.

D’abord, il est clair que, pour ¢ € (0,1), la fonction ¢(t) = —t'/?logt est

positive. De plus,
0 logt + 2
—q(t) = _M
ot 2/t

pour tout t < e~2, donc dans un voisinage positif de zéro.

>0

B.1.2) Preuve que ¢(t)/t est décroissante.
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Par définition, on a

q(t)/t = —t7%logt,

de sorte que
logt —
2t3/2

g0/} = — 75—

pour t < e
B.1.3) Preuve que ¢(2t)/q(t) est bornée autour de zéro.

Tout d’abord, q(2t)/q(t) est décroissante pour ¢ > 0. En effet,

q(2t) _ V2tlog(2t)  v/2log2
g(t)  ilogt — logt +V2

ce qui fait que ¢(2t)/q(t) sera bornée, autour de zéro, par

lim ( ) \/—log2hm——|—\/_ V2,

1o q(t)

ce qui complete le résultat.
B.1.4) Preuve que lim,, . q(t,)//nt, = 0.

En faisant la transformation n = e" et en appliquant deux fois la regle de

I’Hospital, on voit que

3/,u
lim —q(t") = lim —q(u /¢)
n—00 \/ﬁtn uU—00 eu/2u3/€“
u/2 3/2
= lim ———-log(e )

U—00 u3
. (u— 3 log u)
=
1-3/u
- lim —— 2%
uoo (3/2)ul)?

i u—3
= lim ————
U—00 (3/2)u3/2
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S CYTE

B.2 Propriétés de K,(t) et de ky(t)

B.2.1) Preuve que lim,, .., vnKy(t,) = 0.

Nous allons d’abord montrer le résultat pour le cas bivarié.

qu’alors, K (t)

=t —tlogt, out e (0,1].

Rappelons

En faisant la transformation n = e" et en appliquant quatre fois la regle de

I’Hospital, on trouve

lim vnK(t,)

n—oo

lim 2K (u®/e")

o o3

JE&G 7511 —log(u®/e")}
w3

uh_)r{.lo m(l — 3logu + u)

= lim (u* + «® — 3u®logu)/e"/?
o 4ud + 3u? — 9u?log u — 3u?
lim
u—00 (1/2)ev/?
12u® — 18ulogu — 9u
im
U—00 (1/4)6“/2
| 24y — 18logu — 27
im
u—00 (1/8)6u/2
24 — 18
lim —/u =

u—00 (1/16)6“/2

Pour étendre le résultat au cas d-varié, rappelons que



out e (0,1].

Ensuite, en posant n = e*, on a

) . log®n d 1 n o
lim vnKy(t,) = lim , log 3

n—00 n—oo n P (Z — 1)' lOg n
3 d w i—1
U 1 e
YD Dy {10g (_)}
=1
3 d
U 1 i
= UIEEO eu/2 Z (7, — 1>' (u — 310gu)
i=1
3 d i—1
U U
< ull—{go e“/2 Z (Z _ 1)'
=1
w & d—1
< Jim S5
=1

B.1.6) Preuve que limy o k4(t)g(t) = 0.

Pour le cas bivarié, ou k(t) = —logt, deux applications successives de la

regle de 'Hospital montrent que

limk(t)q(t) = lim Vitlog?(t)

t10
~ lim —4logt
10 t—1/2
. —4/t
= W T
= lirni
t10 t—1/2
= lim8Vt =
t10



Finalement, dans le cas d-varié, ou

kult) = 7 o1/}

des applications successives de la régle de 'Hospital (d au total) montrent

que

lim ka(D)a(t) = lim =5y loa(1/0)}*~ 42 log(1/1)

L o1/t
0o (d—1)1 172
d_ . {log(1/n}"!
d—1) o (1/2) 172

- d-{log(1/t)}° /i _
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Annexe C

Calculs de covariances pour le

cas bivarié

Nous présentons ici le calcul les covariances limites suivantes, qui sont néces-

saires a la caractérisation de la loi des processus gaussiens limites o, IH et
IK:

= lim cov{a,(s), an(t)},

n—oo

= lim cov{a,(s), H,(z)},

n—od
n—oo

= lim cov{H,(x), H,(y)},

n—oo

)
)
Tau(st) = lim cov{an(s), p(t, H,)},
)
)

= lim cov{u(s, H,), p(t,H,)}.

n—oo

Notons d’abord que la convergence de telles suites de covariances découle

directement de la proposition suivante, qui est une extension d’un résultat
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de Billingsley (lemme 3, p. 172, 1968).

Proposition C.1 Soient & et (i, deur suites stationnaires et ergodiques

d’espérance nulle et soient

i=1 i=1
Si les séries Y .o E(&o) et Y o) E(&G) convergent absolument, alors

n—oo

lim cov(S,,T,)/n = E(&C) + Z E(&G) + Z E(&io)-
=1 i—1

Démonstration. Par définition, on a

n

%COV(Sm T”) - %COV <Z gZ,ZZIQ)

i—1
1 n n
= —> D E&()
i=1 j=1
= 3 BEQ) + - Y BEG) + - S B(EG)
i—1 i<j j<i
n—1 n n—1 n
= E(&C) + L Z Z E(&oGj-i) + L Z Z E(&i-;C0)
ey L
1 n—1 n—s 1 n—1 n—y
= E(&C) + - Z Z E(&¢) + o E(&iCo)-
i=1 j=1 j=1 i=1

%COV(Sm T,) = E(foCo)‘Fﬁ A

H
g
&
+
S|
(]
Sg*
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Par conséquent,

lim = cov(Sw, T) = El6oGo) + > E(oG) + 3 E(6G) |
=1 i=1

n—oo M,

puisque (a3 + -+ + a,_1)/n converge aussi vers a des lors que a, converge

vers a. &

C1: Calcul de Ty 0 (s,t) = lim cov{a,(s), an(t)}.

Posons & = I{e; < s} — K(s) et ¢ = I{e; < t} — K(t). D’apres la

proposition C.1, on a
Toul(s,t) = E[{Jz{go < s} — K(s)\ I {eo <t} — K(t)}]
+ f: E[{H{eo < s} — K(s)H{I{e <t} — K(t)}]

n f: E[{I{si < sy — K(s) I {eo <t} — K(t)}]
Pl < 500 < 1) — K()K()

+2 i{P(EO S S,E&; S t) — K(S)K(t)}

i=1
Puisque P(gg < s,¢; < t) = K(s)K(t) sauf lorsque i est égal au délai k, on
voit que
Foa(s,t) = Pleg <sAt)+2P(ep <s,e <t)—3K(s)K(t)
= K(sAt)+2P(YpY; < s,YiYay < t) — 3K (s)K (L),
ou
t
PV <5,V <1) = P(Yo< o Yu <o
Yi Yi
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[ e o= 2o
0 w
sVt 1
:/ dw / (sAt)dw+/ Stdw
0 w svtw
sVt 1
= (SAt)+(SAt)IOg(s_M>+St(s/\t_1)

= 2(sAt)+ (sAt)log (iXi) — st.

Finalement,

sVt

Faa(s,t) = K(sAt)+4(sAt)+2(sAt)log (s /\ t) —2st — 3K (s)K (t)

= 5{(sAt)—st} —3(sAt)log(s At)+2(s At)log(sVt)

+3st{log(st) — log slogt}.
C2: Calcul de T ,(s,t) = lim cov{ay,(s), pu(t, H,)}.

D’apres la définition de p et en utilisant le théoreme de la convergence

dominée, on a

Lopu(s,t) = lim cov{ay,(s), u(t, H,)}

. 1E{an(s)Hn(u,t/u)}

n—oo [, u

_ /1 . E{an(s)ﬂn(u,t/u)}du

n—oo U

du

_ /1 . cov{an(s),Hn(u,t/u)}du'

n—oo U

Posons I'y g (s, u,v) = lim cov{a,(s), H,(u,v)}. Sionprend §; = I{e; <

n—oo

s} — K(s) et ¢ = Hjoux[o(Xi) — H(u,v), une nouvelle application de la
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proposition C.1 permet d’écrire
Com(s.uw) = E[{To(e0) = K(3) { Toueion (Xo) = uv}]
+ 2 BT (20) = K(s) }
) x{ o xio(X) = v }|
Y {To.a(e) - K(s)

=1
X {ﬂ[o,u]x[o,v] (Xo) — UU}]

= PYY, <s, Yy <u, Y <v)—uwwkK(s)

+Z{P(Y0Yk <s,Y; <u, Y <v) —uwwkK(s)}

=1

+ APk <5,V < u, Yy <0) — wK(s)}

i=1
Or, les termes des deux sommes sont nuls sauf lorsque ¢ = k. Ainsi,
Fom(s,u,v) = PYoY, <s Y, <u, Y, <w)
+P(YoY < s, Yi < u, Yo < 0)
+P(YiYor < 5,Yy <u, Yy <v)—3uvK(s).
Nous allons calculer ces trois probabilités séparément.

1
1")P<Y0§u,Yk§v,Y0Yk§s> = /P(%Su,wﬁv,%ﬁs/w)dw
0

= /0” P{Yy < min(u, s/w) }dw

s/u

0 udw—i—f:/u s/wdw, s < uv

fov udw, s> uv
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s{1 +log(uv/s)}, s <wuv

uv, § > UL

= {sA (uv)}{1+10g (s /\u(vuv)) }

2°)P<Yk§u,Y2k§v,YOYk§s> = / Yo < s/w,w < u, ng<v>dw

O

= / Y0<s/w (Y%Sv)dw

0

v [§dw+sv [Pdw/w, s <u

{ v [y dw, s >u
{ (sv){1+log(u/s)}, s <u

- U(:Z;){luﬂog( ),

3°) En interchangeant les roles de u et v ainsi que ceux de Yj et de Yy, dans

le calcul ci-haut, on trouve immédiatement

P(YkSU,YOSU,YkYQkSS):u(SAv){1+log< ;j\ )}
S (%

Ainsi,
Pom(s,u,v) = {sA (uv)}{l + log (#(iw)) }
r(on) s (1))
+u (s Av) {1 + log (s Z v) } — 3uvK(s).
De la,
Po(st) — /1 FaJH(sl,Lu,t/u) g
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_ /j@{ubg(ﬁ) Lau
+ s nupt 1+ log %Y Vg
[ a0 )
+/tl<s/\%){1+log(t/i/*)}du

3K (s) /t ' dufu

_ (s /\t) logt{l +log (%) }

+2(s ANt) —2st+ (s At)] ( >+stlogs

+{(s/\t) — st}{l + log (;) }—l— (s Nt) + st(logt — 1)

t
+2t log (%) + 3st(1 —log s) log t.

De la méme maniere, on trouve aussi
Lou(t,s) = (s A t> log s{l + log ( t> }
+2(s At) —2st+ (s At)] ( >+3t10gt
+{(s At) — st}{l + log (;) } + (s At)+ st(logs — 1)

Vi
+2slog <S—) + 3stlog s(1 — log t).
s

C3: Calcul de T, ,(s,t) = lim cov{u(s, H,), u(t, Hy,)}.

n—oo

D’apres la définition de p et par le théoreme de la convergence dominée, on

obtient

Lpp(s,t) = lim cov{u(s, Hy), p(t, Hy)}

n—oo
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[ Bltesl, [ Bt )

_ // po E{Hu(us/u) Ho(o,t/o)}

n—00 v

_ / / cov{H, (u, suu) H,(v, t/v)}du o,

v

Posons I' gy (s, t,u,v) = lim cov{H,(s,t), H,(u,v)}. En utilisant la propo-

sition C.1 de la méme maniere que précédemment, on trouve

Pum(s,tu,v) = PYo<sAu, Y <tAv)—stuw
+P(Yy < s, Yr <tAu, Yo, <v)— stuv
+P(Yy <t,Yr <sAwv, Yo <u)— stuv

= (sAu)(tAv)+sv(t Au)+tu(s Av) — 3stuw.

Ainsi,

1 1 F t
Lpu(st) = / /t nn (U, 5/, v, E/v) du dv
1,1
— / (A u) (f A E) dudv
S UV U v
Lol g
+/t/sﬁ<a/\v>dudv
s

Nous calculerons ces quatre intégrales doubles séparément.
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19) Supposons que s < t. On a alors

I, = // wAw) (— t)dudv
sv/t
= // —dudv—i—// —dudv
sv/t U
//—dudv

_ / (f_s_125+slogt—slogs+__s)dv
. \v v v v

= —slogt—s(1—1t)+ (slogs— slogt)logt

—slogt —s(1—1t)

= —25(1— 1) ~ slogt{2 + log (2) 3

Supposons maintenant que s > t. Dans ce cas,
1 pl
vAu) (s t
I, = //u<—/\—)dudv
: Js uv U v
1 pl
vAu) (s t
= //( )<—/\—>dvdu
s Jt uv U v

= —2t(1—s)—tlog 5{2 + log <§) },

ou l'on a utilisé le résultat précédent.

En combinant ces deux résultats, on voit que

L = // (0 Au) (- %)dudv

_ —z{sm)—st}
—(s/\t)log(s\/t){?—i—log (S“>}.

sNAt
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2%) Supposons que s < t. On a alors
1,1
I, = //%(f/\v>dudv
. Js vE\u
1 1
t
= //—2 f/\v dvdu
v
Jt ol Lol
= / / —dvdu—l—/ / —dvdu—i—/ — dvdu
/uU'U s/t Jt uv?
s/t 1 1 —
:/ tlog( )du+/ (t—s—t)du+/ udu
s s u s/t U

= {stlogt—st+ s} + {s(1 —t)+ stlogt}

e[

= 2s(1—t)+s(t+1)logt —s(1 —t)logs.

De la méme fagon, si s > ¢, on a
S
I, = /t/sﬁ<a/\v>dudv
1,1
= //12 i/\U dvdu
v
= // —dvdu—l—// —dvdu
_ /tlog( )du—l—/ (1——)du
u

S S

= t(1—s)+tlogs—1t(1—s)logt
+t(1 — s) + stlog s

= 2t(1 —s)+t(s+1)logs —t(1 —s)logt.

Combinant les derniers résultats, on peut écrire, pour tout 0 < s,¢ < 1,

/1/1%<5Av)dudv
t Js
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= 2{(sAt)— st} +{(sAt)+ st}log(s V1)

—{(s At) —st}log(s At).

3%) En utilisant le résultat précédent, nous avons, pour 0 < s, < 1,
1,1
S t
I; = / / — (u/\—) dudv
u
= / / — ( A v) dudv
v

= 2{(sAt)— st} +{(sAt)+ st}log(s V1)

—{(sNt)—st)}log(s At).

4%) Finalement,

11
I, = —3/ / % dudv = —3st{log(1/s)}{log(1/t)} = —3stlogslogt.
t s

En additionnant les expressions Iy, I, I3 et I, on obtient

Lou(s,t) = 2{(sAt)—st}{l —log(s At)} + 2stlog(s V1)

—(s At){log(s V1)}* + (s At)log slogt — 3stlog slogt.

C4: Covariance limite du processus de Kendall sériel.

Rappelons que IK(t) = a(t) — u(t, [H). Par conséquent, d’apres le lemme
4.1l et les calculs effectués en (C1), (C2) et (C3), on peut écrire
cov{IK(s), IK(t)} = cov{a(s), a(t)} — cov{a(s), u(t, H)}
—cov{a(t), u(s, H)} + cov{u(s, H), u(t, )}
= Toals,t) —Tau(s,t) —Tau(t,s)+ T, u(s, 1)
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= —(sAt)logtlog(s At)+ 2stlog(sVt)+ st
—(sAt)logslog(s At)+ (s At)logslogt
+2stlog(s ANt) — (s At) — 2stlog st + (s At)logs
+(s At)(logt)? —3(s At)log(s At) — (s At){log(s V t)}?
+(s At)(logs)? + (s At)logt — 2tlog(s V t)
2tlogt — 2slog(s V t) + 2slog s

= st—(sAt){1+log(sVi)}.
C5: Preuwve que lim,,_,, cov{IK, ;(s), IK, ;(t)} = 0.
Par le théoreme 4.1, IK,, ;(s) converge vers IK;(s) = a;(s) — (s, H;), ou

«; et IH; sont construites en prenant ¢ comme délai. Ainsi,

lim cov{IK,(s), IK, ;(t)}

n—oo

= lim cov{a,(s), a,;(t)} — lim cov{a,(s), u(t, H, )}

— lim cov{u(s, Hy;), o ;(t)} + lUm cov{u(s, H,;), u(t, H,;)}

= Sh—Jy—J3+ Js.
Dans ce qui suit nous supposerons, sans perte de généralité, que 7 < j.

1Y) En utilisant la proposition C.1, on a
Ji = PYY; <s,YoY; <t)— K(s)K(t)

—|—i{P(YE)Y; <8, YiYe; <t) — K(s)K (1)}

(=1

+ fj{P(YmH < s, YoV <) — K(s)K (1)}

(=1
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= P(LY, < sV, < 1)+ PV < 5,YYiy, < 1)
+P(Y;Yiy; < 5, Y0Y; < 1) + P(Y;Y) < 5,Y0Y; <)
—4K(s)K(t)

— 4{P(YYi < 5,YyYs < t) — K(s)K(1)}.

Ici encore, nous avons utilisé le fait que les termes des deux séries sont tous

nuls sauf lorsque ¢ = i dans la premiere série et / = j—1 ou j dans la seconde.

Or, dans un calcul précédent fait en (C1), nous avons déja vu que

Vi
P(YoY: <5, YoYs <t) = 2(s At) — st + (s At)log (SAt)’
S

ce qui fait que

= 8(sAt)—8st+4(sAt)log(sVit)—4(sAt)log(sAt)

5 o= 4{2(3/\t)—st—i—(s/\t)log <8X§)—K(3)K(t)}

+4stlog st — 4st log slogt.

20)

1 ] . .
7, = / lim,, o0 cOv{a, i(s), H, (u,t/u)}d%
’ u

ou

lim cov{ay,(s), Hy, ;(u,t/u)}

= P(YoY; <s5,Y <u,Y; <v) —uwwK(s)

+Y {P(YY; <5,V S u, Yoy < v) —uvK(s)}
/=1

84



£ PV < .Y <Y, < v) — wo(s)}
/=1
P(YyY; < 5,Yy < w,Y; < v) + P(YoY; < 5,Y; < u,Yig; < 0)
+P(Y;Yiyy < 5, Y <w,Y; < v) + P(Yj_iY; < 5,Yo <u,Y; < v)

—5uvK (s).

Puisque nous avons établi en (C2) que

P(YIYQSS,YlSu,YsSU):U(SA“>{1+IOg<qu)}’

nous voyons que

lim cov{anq(s), Hyj(u,t/u)} = 2v(sAu) {1 +log <5/\Lu)}

n—oo

+2u(s A ) {1 + log (s/\%) }
—buv K (s).

En se servant des calculs faits en (C2), on trouve donc

J>

2 [ BRI o () Y
+2/t1(s/\t/u) {1 +log (sf\/—f/u>}du

1
+4tK(s)/ du/u
¢
t
2 {2(5 At) —2st+ (s At)log (S_>/\15> + stlogs}
s

t
2 {{(s At) — st}{1+1log(t/s)} + (s A L) — st + stlogt + 2t log <%>]
+4tlogt K (s)
8(sAt)—8st+2(sAt)log(sVt)—2(sAt)log(s At)+ 4stlog st

+2(s At)logt —2(s Nt)logs + 4tlog(s V t) — 4tlogt — 4stlog slogt.
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3%) Du résultat précédent, on conclut directement que

J3 = 8(sAt)—8st+2(sAt)log(sVit)—2(sAt)log(sAt)+ 4stlog st

+2(s At)logs —2(s At)logt + 4slog(s Vt) — 4slog s — 4stlog slogt.

49)
5 /1 /1 lim,, 00 cov{H,, ;(u, s/u), Hn’j(?}’t/v)}dudv,
v Js uw
ol
lim cov{H,(s,t), H, ;(u,v)}
= P(Yo<sY;<t,Yo<uY; <v)—stuw
+3 {P(Yy < 5,Y; <1,Yy < u, Yoy < 0) — stuv}
=1
+Z{P(Ye <5, Y <t Yy <u,Y; <wv)— stuv}
=1
= PGS (AW Y 1Y) v} + PV < 5% < (EAW), Vi, < 0}
+P{Yb < u7Yj < (S/\U)aYH—j < U}+P{Yb < u,Y}- < (t/\v>7Y;’—i < S}
—4stuv
= vt(s Au)+ sv(t Au) 4+ ut(s Av) +us(t Av) — 4stuv.
De la,

1 1 st 1 1 "
Jy = /t/SW(U/\U>dUdU+/t /S F(s/u/\v)dudv
1 el 1 pl
/ / E(u/\t/v)dudv—i—/ / (s/u A t/v)dudv
t s t s

/1/1 dudv
—st
. Js wv
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1
IOg(SVt)_svt

log(s A t)}

2
= st —2+1 logt
8{5\/15 + log s + log +svt

Vi
+2(s At) — 2st + (s A t)log <8—/\t) + stlog st
s

+2(s At) —2st+ (s At)log <§—Xi) + stlog st
+2(s At) — 2st + (s At)log <§—Xi) + st log st
—4stlog slogt
= 8(sAt)—8st+ 4stlog st — 4stlogslogt
+4(s At)log(sVt) —4(s ANt)log(s At).
Finalement,

lim cov{IK, (s), I, (t)}

= Sh—Ja—J3+Jy

= 8(sAt)—8st+4(sAt)log(sVit)—4(sAt)log(sAt)
+4stlog st — 4stlog slogt
—{8(sAt) —8st+2(sAt)log(sVt) —2(s At)log(s At)+ 4stlog st
+2(s At)logt —2(s At)logs + 4tlog(s V t) — 4tlogt — 4stlog slogt}
—{8(s ANt) —8st+2(s At)log(sVt) —2(s At)log(s At)+ 4dstlog st
+2(s At)logs —2(s At)logt + 4slog(s Vi) —4slogs — 4stlog slogt}
+8(s At) — 8st + 4st log st — 4st log slogt
+4(s At)log(s Vi) —4(s At)log(s At)

= 4(sAt)log(sVt)—4tlog(sVt)+4tlogt — 4slog(s V t)
+4slogs —4(s A t)log(s A t)

= 0.
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Annexe D

Programmes en langage C
utilisés pour les simulations
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