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Introduction



Chapitre �

D�e�nitions et notations

��� Serveurs� clients� politiques

Avant d�entreprendre notre �etude� il est important de bien d�e�nir les termes

qui seront utilis�es et les notations qui seront employ�ees dans ce m�emoire�

Un syst�eme est form�e par un ensemble de n�uds qui peuvent �etre intercon�

nect�es ou non� Ces n�uds sont compos�es d�un ou plusieurs serveurs� ainsi que

d�une �le d�attente� Les clients se prom�enent al�eatoirement d�un n�ud �a l�autre

tout en respectant certaines normes� �A la �n du service� les clients quittent le

n�ud pour un autre n�ud ou pour l�ext�erieur du syst�eme� Les clients peuvent

provenir de l�ext�erieur du syst�eme et�ou y �etre pr�esents au temps ��

�A l�int�erieur des n�uds� les serveurs s�occupet des clients en attente selon un

ordre qui d�epend de la politique �discipline	 de service pour ce n�ud� Les temps

de service sont ind�ependants� de m�eme que les temps d�arriv�ee des clients dans les

n�uds� Pour les syst�emes n�ayant qu�un n�ud� la notion de syst�eme et de n�ud

est confondue�

Dans Gelenbe ���� nous pouvons distinguer deux cat�egories de clients � positifs



�

et n�egatifs� Un client positif arrive �a un n�ud� se joint �a la �le d�attente �c�est��a�

dire que la longueur de la �le augmente d�une unit�e	 en attendant d��etre servi selon

une certaine politique de service� Puis� apr�es avoir �et�e servi� il quitte le syst�eme ou

se d�eplace pour un autre n�ud� Les clients positifs correspondent �a la d�e�nition

classique d�un client� Un client n�egatif arrive �a un n�ud� �elimine un client positif

de la �le selon une certaine politique d��elimination �qui peut �eventuellement varier

d�un n�ud �a l�autre	 et dispara��t �c�est��a�dire que la longueur de la �le diminue

d�une unit�e	� Si le n�ud est vide� le client n�egatif entre dans le n�ud et dispara��t

aussit�ot�

Les trois politiques de service le plus fr�equemment utilis�ees pour les clients

positifs sont les suivantes �

� PAPS �premier arriv�ee� premier servi	� � les clients sont servis dans l�ordre

de leur arriv�ee�

� DAPS �dernier arriv�ee� premier servi	� � le dernier client arriv�e est celui qui

se fait servir� ceux ayant re�cu un service partiel conservent le travail qu�ils

ont re�cu� c�est��a�dire que le temps pendant lequel ils se faisaient servir est

conserv�e�

� PS �partage du service	� � chacun des m clients re�coit 
�m unit�e de travail

pour chaque unit�e de travail fournie par le serveur�

Pour les clients n�egatifs� les politiques d��elimination sont principalement de

trois types� soit �

� ECS ��elimination du client en service	� � le client �elimine le client pr�esente�

ment en service �

�traduction de FCFS �First Come� First Serve�
�traduction de LCFS �Last Come� First Serve�
�traduction de PS �Process Sharing�
�traduction de RCS �Removal of Customer in Service�





� ECF ��elimination du client �a la �n	� � le client �elimine le dernier client de

la �le �

� EAC ��elimination al�eatoire d�un client	� � le client �elimine un client de la �le

choisi au hasard� Cette politique est principalement utilis�ee conjointement

avec la discipline PS�

Pour identi�er le comportement de chacun des n�uds d�un syst�eme� une no�

tation abr�eg�ee bas�ee sur le mod�ele suivant est souvent utilis�ee �

A�B�m�n�tpolitique de service� politique d��elimination

o�u A repr�esente la loi de probabilit�e des arriv�ees�B la loi de probabilit�e des temps

de services� m le nombre de serveurs� n la longueur maximale de la �le d�attente

�n � N avec une valeur de� par d�efaut	 et t le type de clients n�egatifs� On utilise

les abbr�eviations suivantes pour les lois � M une loi exponentielle �un processus

de Poisson	� G une loi g�en�erale quelconque concentr�ee sur ����	 et D une loi

d�eg�en�er�ee� Les types de clients n�egatifs seront d�ecrits dans les chapitres � et ��

Les politiques de service et d��elimination sont celles �enum�er�ees ci�dessus� soit par

exemple PAPS et ECS� Si un syst�eme est d�ecrit par un seul comportement� par

exempleM�M�
����� PAPS ECS� alors ce comportement sera suivi par tous les

n�uds de ce syst�eme�

��� Symboles et r�esultats

Nous allons adopter dans ce m�emoire les notations utilis�ees par Gelenbe ���

Soit un syst�eme comportant n n�uds compos�es d�un seul serveur� Les temps

de service et les arriv�ees des clients positifs et n�egatifs sont ind�ependants� Alors �

�traduction de RCT �Removal of Customer at the Tail�
�traduction de RCR �Removal of Customer at Random�



�

� �i l�intensit�e des arriv�ees au n�ud i de clients positifs en provenance de

l�ext�erieur du syst�eme �

� �i l�intensit�e des arriv�ees au n�ud i de clients n�egatifs en provenance de

l�ext�erieur du syst�eme �

� ri l�intensit�e des temps de service du n�ud i �

� p�ij la probabilit�e qu�un client quittant le n�ud i aille au n�ud j en tant que

client positif �

� p�ij la probabilit�e qu�un client quittant le n�ud i aille au n�ud j en tant que

client n�egatif �

� pij la probabilit�e qu�un client quitte le n�ud i pour le n�ud j �pij � p�ij�p
�
ij	 �

� P la matrice de probabilit�es de transition du syst�eme� compos�ee des pij �

� di la probabilit�e qu�un client quittant le n�ud i quitte le syst�eme� avecPn
j�� pij � di � 
��i �

� ��i l�intensit�e totale des arriv�ees de client positifs au n�ud i �

� ��i l�intensit�e totale des arriv�ees de clients n�egatifs au n�ud i �

� qi le rapport de l�intensit�e des arriv�ees sur celui des d�eparts au n�ud i �

� k�t	 le vecteur des longueurs des �les d�attente� incluant le client en service�

au temps t �

� k � �k�� � � � � kn	 une valeur du vecteur k�t	 �

� k�i le vecteur k avec un client suppl�ementaire au n�ud i�

i�e� k�i � �k�� � � � � ki��� ki � 
� ki��� � � � � kn	 �

� k��ij le vecteur k avec un client suppl�ementaire aux n�uds i et j�

i�e� k��ij � �k�� � � � � ki��� ki � 
� ki��� � � � � kj��� kj � 
� kj��� � � � � kn	 �

� ��k	 la distribution stationnaire de k � soit limt��P �k�t	 � k	 �

� q�k�k�	 l�intensit�e des transitions de l��etat k �a l��etat k�� avec

q�k�k	 � �
P

k
�

��k q�k�k
�	 �

� Q la matrice de transition compos�ee des q�k�k�	 �



�

� A l�ensemble des couples �k�k�	 tel que l�on peut passer de l��etat k �a l��etat

k� �a la suite d�une arriv�ee �

� QA la matrice de transition compos�ee des q�k�k�	 tel que �k�k�	 � A �

� D l�ensemble des couples �k�k�	 tel que l�on peut passer de l��etat k �a l��etat

k� �a la suite d�une �n de service ou de l��elimination d�un client positif par

l�arriv�ee d�un client n�egatif �

� QD la matrice de transition compos�ee des q�k�k�	 tel que �k�k�	 � D�

Pour d�eterminer les valeurs de ��i � �
�
i � qi� nous pouvons utiliser les �equations

suivantes �

��i �
X
j ��i

qjrjp
�
ji � �i�

��i �
X
j ��i

qjrjp
�
ji � �i�

qi � ��i ��ri � ��i �� �
�
	

Pour les syt�emes qui nous int�eresserons� la solution �a ces �equations existera tou�

jours�

Puisque la distribution stationnaire ��k	 d�un syst�eme est compliqu�ee �a cal�

culer� nous pouvons utiliser les �equations de Chapman�Kolmogorov pour la trouver

�
��� Ainsi� ��k	 est la solution du syst�eme suivant �

��k	
X
k� ��k

q�k�k�	 �
X
k� ��k

��k�	q�k��k	� �k� �
��	

Pour les syst�emes que nous aborderons dans ce m�emoire� la solution �a ces �equations

est unique ���� Si la forme de la solution est la suivante �

��k�� � � � � kn	 � a�a
k�
� � � � �� aknn � �ki � k�



�

o�u les a sont des constantes� alors nous dirons que la distribution stationnaire est

de forme produit� De par sa simplict�e� cette forme de distribution stationnaire sera

recherch�ee�

Un syst�eme est ouvert si tous les n�uds sont reli�es �a au moins un n�ud qui

permet aux clients de quitter le syst�eme apr�es une �n de service� Si un client

ne peut entrer ni sortir du syst�eme par aucun n�ud� alors le syst�eme est ferm�e�

c�est��a�dire que �i � di � ���i� Un syst�eme est mixte si certaines de ses sec�

tions sont ouvertes et d�autres ferm�ees� Avec des clients n�egatifs dans un syst�eme�

l��elimination d�un client ne constitue pas une �n de service pour d�eterminer la

nature du syst�eme� Si le syst�eme permet �a de nouveaux clients d�arriver� mais les

emp�eche de partir� ou l�inverse� le syst�eme sera semi�ferm�e ou semi�ouvert� Ce

genre de syst�eme n�est que tr�es rarement abord�e dans la litt�erature�

Si pour �i� on a qi � 
� alors le syst�eme est dit transitoire� c�est��a�dire que

tous les n�uds se videront avec une probabilit�e �egale �a 
� l�intensit�e des arriv�ees

positives ��i �etant inf�erieure �a celle des d�eparts ��i �comprenant les intensit�es des

services et des arriv�ees n�egatives	�

Observons que dans un syst�eme ferm�e avec une matriceP irr�eductible� ��k	 �

� pour �k sauf pour le vecteur nul si� pour au moins un couple de n�uds �i� j	�

on a que p�ij � �� En e�et� cela veut dire que le syst�eme va compl�etement se vider�

car dans un temps in�ni� tous les clients vont passer par le n�ud i� quitter pour le

n�ud j en devenant des clients n�egatifs ou se faire d�etruire par un de ces clients

n�egatifs avec une probabilit�e �egale �a 
� C�est le seul cas o�u un syst�eme ferm�e peut

�etre transitoire�

Un syst�eme est dit en amont	 si la s�equence i�� � � � � is� � � � � ir� � � � � im des n�uds

parcourus par un client avec ir � is� pour un certain r � s� implique que

P

m�
ii � �� �i��m � 
�

�traduction de feedforward



�

En d�autres mots� un syst�eme en amont est un syst�eme o�u les n�uds se suivent

selon une certaine s�equence et d�es qu�un client quitte un n�ud� il est impossible

pour celui�ci d�y retourner et ce peut importe le chemin� Ainsi un client ne peut

acc�eder qu�aux n�uds en avant de lui� Pour ce genre de syst�eme� la solution aux

�equations �
�
	 pour d�eterminer les ��i et les ��i existe et est unique ���

Un syst�eme est dit balanc�e si qi � qj pour ��i� j	� En d�autres mots� la pro�

portion d�arriv�es�d�eparts est la m�eme pour tous les noeuds� Pour ce genre de

syst�eme� la solution aux �equations �
�
	 pour d�eterminer les ��i et les ��i existe

et est unique ���

Un syst�eme est dit stationnaire si la distribution de k�t� s	� s � �� ne d�epend

pas de t � �� C�est��a�dire qu�au temps t� la probabilit�e que le syst�eme soit dans

un certain �etat k est �egale �a ��k	� Nous appellerons clients typiques les clients de

tels syst�emes�

Un syst�eme est dit quasi�r�eversible si �a tout instant� les temps des d�eparts

pass�es� l��etat pr�esent et les temps des arriv�ees futures sont ind�ependants �
���

Ainsi� un syst�eme est quasi�r�eversible si et seulement si pour au moins un couple

positif ��� �	 �

X
k�

q�k�k�	
�q�k�k�	 � QA� � �� �k� �
��	

X
k

��k	q�k�k�	
�q�k�k�	 � QD� � ���k�	� �k��

Dans le cas de syst�emes avec clients n�egatifs� Gelenbe �� introduit une nouvelle

d�e�nition de la quasi�r�eversibilit�e� la premi�ere ne tenant plus �a cause de la pr�esence

des clients n�egatifs� Ainsi� on dit que le syst�eme est quasi�r�eversible au sens g�en�eral

�correspondant au deuxi�eme sens de Gelenbe dans ��	 si et seulement si pour au

moins un couple positif ��� �	 �



 

X
k�

q�k�k�	
�q�k�k�	 � QA� � �� �k� �
�	

X
k

��k	q�k�k�	
��k�k�	 � D� � ���k�	� �k��

Un autre r�esultat int�eressant est celui de Little �
��� Supposons que les clients

paient pour utiliser un syst�eme� Soit � l�intensit�e des arriv�ees� C le co�ut moyen

pay�e par un client et S le montant moyen re�cu par le syst�eme par unit�e de temps�

Alors nous obtenons �

S � �C�

Si on consid�ere que chaque client paie une unit�e d�argent par unit�e de temps�

alors nous avons �

L � �W� �
��	

o�u L repr�esente le nombre moyen de client dans le syst�eme et W le temps moyen

de s�ejour�

Ce r�esultat est utile faire le lien entre une moyenne temporelle �le temps de

s�ejour moyen des clients	 et une moyenne physique �le nombre moyen de clients	�

Pour les syst�emes avec des clients n�egatifs� nous devons utiliser ��i comme valeur

de � et nous pouvons alors appliquer ce r�esultat pour tous les n�uds� Par contre� si

les clients n�egatifs peuvent s�accumuler dans le syst�eme� comme les clients n�egatifs

d�Henderson au chapitre � ou ceux du chapitre �� le r�esultat de Little ne pourra

s�appliquer sous cette forme� la nature des clients dans les �les d�attente pouvant

varier� ce qui in!uence les taux d�arriv�ees�



Chapitre �

Syst�emes ouverts M�G������ �a

un n�ud

Soit un syst�eme �a un n�ud et �a un serveur o�u des clients positifs arrivent selon

un processus de Poisson d�intensit�e �� Les clients positifs �a l�int�erieur du syst�eme

sont servis dans un ordre qui d�epend de la politique de service du n�ud et peuvent

s�accumuler ind�e�niment� Les temps de service pour ces clients sont ind�ependants

et suivent une loi g�en�erale sur ����	 et de moyenne 
�r� Le serveur fournit tou�

jours le m�eme travail� qui peut �eventuellement �etre r�eparti parmi l�ensemble des

clients �ce qui est le cas pour la politique de service PS	� Simultan�ement� des

clients n�egatifs arrivent dans le m�eme syst�eme� ind�ependamment des clients posi�

tifs� selon un processus de Poisson d�intensit�e �� �A leur arriv�ee� les clients n�egatifs

forcent un des clients positifs �a quitter imm�ediatement le syst�eme selon une cer�

taine politique d��elimination� S�il n�y a pas de client positif dans le syst�eme� les

clients n�egatifs n�ont aucun e�et et disparaissent automatiquement� Nous nom�

merons ces clients des clients n�egatifs de Gelenbe et l�abbr�eviation utilis�ee sera

��







��� R�esultats g�en�eraux

Rappellons d�abord quelques r�esultats qui ne d�ependent ni de la loi de service�

ni de la politique de service� ni de celle d��elimination� Pour les syst�emes ouverts �a

un n�ud et �a un seul serveur� on a selon les �equations �
�
	 �

�� � ��

�� � ��

q �
��

r � ��
�

La matrice de transition Q est d�e�nie par q�k�k�	���k�k�	 � N � tel que �

q�k�k�	 �

����������
���������

�� pour k� � k� 
�

r � �� pour k� � k� 
�

��� � �� � r pour k� � k

� ailleurs�

De plus� si certaines conditions sont satisfaites� ce syst�eme est r�ecurrent positif et

poss�ede une distribution stationnaire�

Th�eor�eme �
� Si q � 
� alors les syst�emes ouverts M�G�
���� �a un n�ud

sont r�ecurrents positifs et poss�edent une distribution stationnaire unique de forme

produit qui est �

��n	 � qn�
� q	 �n � �

Preuve � Si nous trouvons une distribution stationnaire� elle sera unique d�apr�es la

forme du syst�eme d��equations de Chapman�Kolmogorov� car si la solution existe�

elle est unique����




�

Pour avoir un syst�eme stationnaire selon l��equation �
��	� il faut que l�intensit�e

des arriv�ees dans un �etat soit �egale �a l�intensit�e des d�eparts de cet �etat� Ainsi� on

doit trouver la ou les solutions en � au syst�eme suivant �

�����	 � ��� � r	��
	�

��� � �� � r	��n	 � ����n� 
	 � ��� � r	��n� 
	� �n � ��
�X
n��

��n	 � 
�

En simpli�ant ce syst�eme nous obtenons

��n	 �

�
��

�� � r

�n

���	� �n�

�X
n��

��n	 � 
�

Donc il su"t de trouver ���	 de �

�X
n��

�
��

�� � r

�n

���	 � 
�

La somme ne converge vers 
 que si ��

���r
� 
 et alors la solution est

��n	 �

�
��

�� � r

�n �

�

��

�� � r

�
� qn�
� q	� �n � ��

Si par contre� q � 
 alors le syst�eme est transitoire� c�est��a�dire qu�il explose

et ��n	 � �� �n� Ce r�esultat est logique car si q � 
� l�intensit�e des arriv�ees est

plus grande que celle des d�eparts� ce qui veut dire qu�il y aura de plus en plus de

clients qui s�accumuleront dans la �le d�attente au fur et �a mesure que le temps

avancera� donc dans un temps in�ni� il y aura in�niment de clients� Si q � 
� alors

le syst�eme est r�ecurrent nul� c�est��a�dire qu�il peut exploser avec une probabilit�e

inf�erieure �a 
� �

L�esp�erance du nombre de clients dans le syst�eme stationnaire est de q

��q
�

��

���r���
�




�

Th�eor�eme �
� Les syst�emes ouverts M�G�
���� sont quasi�r�eversibles�

Preuve � Pour que le syst�eme soit quasi�r�eversible au sens g�en�eral� il su"t de

voir si l�equation �
�	 est v�eri��ee pour un couple ��� �	 �

X
k�

q�k�k�	
�q�k�k�	 � QA� � q�k�k� 
	� �k�

� ���X
k

��k	q�k�k�	
��k�k�	 � D� � ��k�� �	q�k�� 
� k�	 �k� � ��

� ��k�	���

Donc ce syst�eme est quasi�r�eversible� en prennant � � �� et � � ��� �

��� M �M ������ PAPS� ECS

Le syst�eme �etudi�e dans cette section est la version la plus simple des syst�emes

ouverts M�G�
����� En e�et� les lois r�egissant les arriv�ees et les services sont

exponentielles� donc sans m�emoire� les clients sont servis dans leur ordre d�arriv�ee

et les clients n�egatifs n�agissent que sur le client qui se fait servir �on n�a pas �a

tenir compte du moment d�arriv�ee des derniers clients� ni de la longueur de la �le

d�attente pour voir l�e�et de l�arriv�ee d�un client n�egatif sur le client qui se fait

servir	� Les r�esultats faisant mention de client typique ont comme hypoth�ese de

base que le syst�eme est r�ecurrent positif�

La probabilit�e qu�un client positif quitte le syst�eme �a la �n de son service et

non avec l�arriv�ee d�un client n�egatif est de P �Tservice � Tprochain client n�egatif	 �

r��r � ��	�

Th�eor�eme �
� Sachant qu�un client ait quitt�e �a la 	n de son service et non �a






cause de son �elimination� la fonction de r�epartition du temps de service pour ce

client est la suivante �


� e�
�
��r�t� �t � ��

Preuve � Soient S le temps de service pour un client typique et A l�intervalle de

temps entre le d�ebut du service de ce client typique et l�arriv�ee du prochain client

n�egatif� On a alors

P �S � tjS � A	 �
P �S � t� S � A	

P �S � A	
�

�
Z t

�
re�rue��

�

udu�
r

��� r

�
Z t

�




�� � r
e�
�

��r�u du

� 
� e�
�
��r�t�

�

�Etant donn�e que nous avons une loi exponentielle pour les intervalles entre

deux clients n�egatifs� on n�a pas �a tenir compte du moment d�arriv�ee du dernier

client n�egatif� ce qui simpli�e le probl�eme� Cette d�emarche est aussi valable si la

loi des temps de service n�est pas exponentielle� car on ne regarde qu��a partir du

moment o�u le client commence son service� car la propri�et�e sans m�emoire de la

loie exponentielle n�est pas requise�

Th�eor�eme �
� La fonction de distribution du temps de s�ejour pour un client

typique est une loi exponetielle de param�etre �� � r � ���

Preuve � SoitW le temps de s�ejour du client typique� N le nombre de personnes�

incluant le client typique� dans le syst�eme etWn le temps de s�ejour dans le syst�eme

�etant donn�e qu�il y a n� 
 personnes �a l�avant du client� Alors
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Ainsi� le temps de s�ejour moyen pour un client typique sera de ����r���	���

r�esultat que nous aurions pu obtenir en utilisant le r�esultat de Little avec le nombre

moyen de clients� soit L����

Exemple � Soit un r�eseau d�ordinateurs reli�e �a une imprimante ayant une m�emoire

tampon de taille tr�es grande �consid�er�ee comme in�nie	� Les utilisateurs envoient �a




�

l�imprimante des �chiers de taille variable selon un processus de Poisson d�intensit�e


� �a l�heure� Le temps d�impression est directement reli�e �a la taille du �chier �a

imprimer et suit approximativement une loi exponentielle de param�etre ��� Lors de

l�impression de documents� des erreurs surviennent selon un processus de Poisson

au rythme de � �a l�heure� ce qui force la sortie du document en cours d�impression�

L�administrateur du r�eseau veut savoir quelle fraction du temps son imprimante va

�etre inactive� qu�elle est la probabilit�e qu�un document s�imprime compl�etement et

qu�elle est le d�elai moyen entre l�envoi d�un document et son impression� compl�ete

ou non� Dans ce cas

�� � 
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�� � ��

r � ���

��n	 �
�
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	n ���
��

	
� �n � ��

	 ���	 �
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P �compl�etement imprim�e	 �
��

��
�

D�elai moyen d�attente �



��
�

Ainsi� l�imprimante sera inactive �$ du temps� environ  �$ des documents s�im�

primeront sans erreur et le d�elai moyen d�attente pour une impression sera d�en�

viron 
 minute et  secondes�

��� Autres politiques de service et d��elimination

Harrison et Pitel ��� ont �etudi�e les temps de s�ejourW de clients qui survivent�

i�e� qui quittent le syst�eme �a la �n de leur service et ne sont pas �elimin�es� Ils ont

trait�es les syst�emes M�M�
���� avec diverses politiques de service et d��elimi�




�

nation� Ces r�esultats ne seront pas utilis�es par la suite� mais pourront �etre utiles

pour adapter les r�esultats du chapitre � �a d�autres combinaisons de politiques�

Le tableau qui suit r�esume les temps moyens de s�ejour selon la combinaison

de politique du syst�eme �

Combinaison E�W 	

PAPS� ECS



�� � r � ��

PAPS� ECF
��� � r	�

��� � r � �������� r	� � �����

DAPS� ECS



�� � r � ��

DAPS� ECF
�� � r

��� � r	� � ��r

PS� EAC



�� � r � ��

Nous pouvons constater que les temps moyens de s�ejour pour les politiques

ECS et EAC sont �egaux� La combinaison qui donne le temps moyen le plus petit

est DAPS� ECF� Cette strat�egie force les clients qui survivent au syst�eme �a �etre

plus rapides que si une autre combinaison �etait utilis�ee� En e�et� le client en

service est pouss�e vers la �n de la �le par l�arriv�ee de nouveaux clients� soit vers

l�endroit o�u les clients n�egatifs ont un e�et et diminue ses chances d��etre servi� Par

contre� pour la combinaison PAPS� ECF� les clients qui survivent sont prot�eg�es

lors de leur s�ejour par les clients qui sont pr�esent en arri�ere d�eux� ce qui explique

le temps moyen de s�ejour plus �elev�e� Les transform�es de Laplace des fonctions des

temps de s�ejour pour les clients qui survivent� conjointement avec leur pobabilit�e

de survie sont aussi d�evelopp�ees� Le nombre moyen de clients N dans le syst�eme

peut �etre obtenu �a l�aide du r�esultat de Little �
��	� soit E�N	 � ��E�W 	�
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��� Clients n�egatifs d�Henderson

�A la suite de l�introduction des clients n�egatifs par Gelenbe� Henderson ���

a lui aussi trait�e des syst�emes avec clients n�egatifs� mais en changeant une par�

tie de la d�e�nition de ces clients� Ses clients n�egatifs peuvent s�accumuler dans

les �les d�attente lorsqu�aucun client positif n�y est pr�esent� Les clients n�egatifs

restent dans la �le tant et aussi longtemps qu�un client positif ne se pr�esente pas�

Lorsqu�un client positif arrive� un des clients n�egatifs �elimine le nouvel arrivant et

dispara��t aussit�ot du syst�eme� Ainsi� contrairement �a Gelenbe� les clients n�egatifs

d�Henderson ont une patience in�nie�

Cette di��erence entre les deux d�e�nitions du clients n�egatifs entrainent di��e�

rents changements� Le domaine des �etats possibles pour un syst�eme �a n n�uds

passe donc de N n �a Zn� La distribution stationnaire �des valeurs n�egatives pour

la �le d�attente sont maintenant possibles	 ainsi que la majorit�e des lois d�attente

et de service pour les clients positifs typiques doivent �etre adapt�ees� En e�et� il

est possible pour un client positif d�avoir un temps de service nul� s�il arrive dans

un n�ud qui contient un ou plusieurs clients n�egatifs�

Comme pour les syst�emes pr�ec�edents� nous traiterons les syst�emes �a un n�ud�

Les clients positif arrivent dans le syst�eme avec une intensit�e de � et les clients

n�egatifs avec une intensit�e de �� Les temps de service des clients positifs suivent

une loi d�e�nie sur ����	 et dont la moyenne est 
�r�

�� � ��

�� � ��

La matrice de transition Q est d�e�nie par q�i� j	���i� j	 � Z� tel que �




 

q�i� j	 �

����������
���������

�� pour j � i� 
�

r � �� pour j � i� 
� i � ��

�� pour j � i� 
� i � ��

� pour ailleurs�

�Etant donn�e que l�intensit�e des transitions dans le syst�eme varie selon la compo�

sition de la �le d�attente� q peut prendre deux valeurs� soit q� � ��
���r

lorsque

des clients positifs sont dans le n�ud ou soit q� � ��

��
lorsque ce sont les clients

n�egatifs qui y sont�

Th�eor�eme �
	 La distribution stationnaire d�un syst�eme �a un n�ud avec des

clients n�egatifs de type Henderson est �
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Preuve � Tout comme pour le syst�eme avec clients n�egatifs de Gelenbe� nous

pouvons utiliser les �equations de Chapman�Kolmogorov pour trouver la distribu�

tion stationnaire� La remarque sur l�unicit�e de la solution faite auparavant tient

toujours pour ce syst�eme�

Les �equations de Chapman�Kolmogorov pour ce syst�eme sont les suivantes �

��� � ��	��k	 � ����k� 
	 � ����k � 
	� k � ��

��� � ��	���	 � �����
	� ��� � r	��
	�

��� � �� � r	��k	 � ����k� 
	 � ��� � r	��k� 
	� k � ��
�X

k���

��k	 � 
�
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Les solutions au premier et troisi�eme ensembles d��equations sont �

��k	 � a

�
��

��

��k
� k � �
�

��k	 � b
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�� � r

�k

� k � 
�

Pour trouver les valeurs de a et b� on peut utiliser les deux �equations suivantes �

��� � ��	���
	 � �����	 � ������	�

��� � �� � r	��
	 � �����	 � ��� � r	���	�

ce qui donne a � b � ���	�

Ainsi� il reste un inconnu� ���	� et deux �equations� L��equation qui exprime

���	 en fonction de ���
	 et de ��
	 est respect�ee pour tout ���	� Il reste donc

l��equation de normalisation �a solutionnner pour trouver ���	� Cette �equation de�

vient en rempla�cant tous les ��k	 par leur valeur en terme de ���	 �
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si et seulement si �� � r � �� � �� pour que les deux sommations puissent

converger� La distribution stationnaire que nous obtenons est �
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Nous pouvons aussi r�e�ecrire la distribution stationnaire en terme de q� et de

q� �

��k	 �

�������
������

h

 � q�

��q�
� q�

��q�

i��
q�k� pour k � ��h


 � q�
��q�

� q�
��q�

i��
pour k � ��h


 � q�
��q�

� q�
��q�

i��
qk� pour k � ��

Le temps de service S d�un client positif typique est nul si des clients n�egatifs

se trouvent dans le n�ud� ce qui est le cas avec probabilit�e ��

�����
���	� Par contre�

si aucun client n�egatif n�est pr�esent� la loi du temps de service des clients positifs

est la m�eme que pour un syst�eme avec des clients n�egatifs de Gelenbe� Ainsi� si

nous avons un syst�emeM�M�
 PAPS ECS� alors la fonction de densit�e des temps

de service pour un client positif typique est �
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De m�eme� la fonction de densit�e du temps d�attente d�un client typique positif

devient �
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Ainsi� les r�esultats obtenus lors des sections pr�ecedentes sont tous applicables�

tant qu�on ne regarde que les clients positifs qui arrivent dans un syst�eme vide ou

ne contenant d�ej�a que d�autres clients positifs�

Th�eor�eme �
� Les syst�emes avec clients n�egatifs d�Henderson sont quasi�r�ever�

sibles�

Preuve � Pour montrer que ces syst�emes sont quasi�r�eversibles� il su"t de montrer

que les deux �equations de 
� ont une solution positive ��� �	 pour tous les �etats�

Le syst�eme d��equations nous donne �

X
k�

q�k�k�	
�q�k�k�	 � QA� � q�k�k� 
	 pour �k

� ���X
k

��k	q�k�k�	
��k�k�	 � D�� � q�k� � 
�k�	��k�� 
	 pour k� � ��

� ��� � r	��k� � 
	�

� ��� � r	q���k
�	�

� ����k�	�

� q�k� � 
�k�	��k�� 
	 pour k� � ��

� ���	��k� � 
	�

� ���	q��� ��k�	�

� ����k�	�

Donc ce syst�eme est quasi�r�eversible� en prenant � � �� et � � ��� �



Chapitre �

Syst�emes avec clients oppos�es

Les syst�emes trait�es dans la litt�erature ont tous quelque chose en commun � les

clients n�egatifs ne peuvent �etre servis� Ils sont passifs� c�est��a�dire qu�ils ne peu�

vent entrer dans un syst�eme vide de clients positifs� ou s�ils le peuvent �comme

dans les syst�emes introduits par Henderson	� ils doivent attendre un client posi�

tif pour quitter le syst�eme� Or� des situations r�eels de syst�emes nous poussent �a

nous int�eresser aux clients n�egatifs actifs� c�est��a�dire des clients n�egatifs qui peu�

vent s�accumuler et �etre servis� Par exemple� consid�erons un syst�eme de neurones

qui subi l�arriv�ee de doses de stimulant et de tranquilisant� Ces deux substances

lorsque seules dans un neurone voient leurs e�ets diminu�es dans le temps� Si une

d�elle veut entrer dans le syst�eme alors que l�autre est pr�esente� elle diminuera son

e�et�

Ainsi� on peut g�en�eraliser le syst�eme de Henderson ��� en utilisant des temps

de service al�eatoires ou d�eterministes pour les clients n�egatifs� Nous sommes alors

en pr�esence de deux sources d�arriv�ees pour chaque serveur avec des clients qui

comp�etionnent pour son utilisation� La notion de client n�egatif devient alors rel�

ative par rapport �a la source observ�ee� Nous appelleront ces clients des clients

oppos�es� En e�et� chaque source fournit des clients n�egatifs pour l�autre source�



�

Pour sp�eci�er que nous sommes face �a un syst�eme de ce type� on ajoutera un opp

dans l�abbr�eviation du syst�eme�

Dans un premier temps� nous allons examiner un syst�eme avec un seul serveur�

Les clients proviennent d�une source positive et d�une source n�egative� chacune

suivant un processus de Poisson respectivement de param�etre � et �� �A son ar�

riv�ee� le client joint la �n de la �le d�attente� Si la �le est vide� il commence son

service� Si le client qui se fait servir provient de la m�eme source� le nouveau client

reste dans la �le� Sinon� le nouveau client quitte le syst�eme avec le client en ser�

vice� Ainsi� la �le d�attente ne peut contenir que des clients de m�eme source� Les

temps de service des clients positifs suivent une loi exponentielle de param�etre R

alors que les temps de service des clients n�egatifs sont aussi exponentielles mais de

param�etre r� La longueur de la �le d�attente� comprenant le client en service� sera

not�e par k� avec k � Z� Le signe de k indique la provenance des clients pr�esents

dans le syst�eme� c�est��a�dire que si k � �� il n�y a que des clients n�egatifs et si

k � �� il n�y a que des positifs� De plus� d�une mani�ere similaire aux syst�emes

du chap��tre �� on d�e�nit q� � ���� � r	 et q� � ���� � R	� soit les ratios de

l�intensit�e des arriv�ees sur l�intensit�e des d�eparts pour les deux types de clients�

Th�eor�eme �
� Un syst�eme avec clients oppos�es et �a un serveur avec q� � 
 et

q� � 
� poss�ede une distribution stationnaire unique de forme produit qui est la

suivante �
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� q�
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� q�

���
�

��k	 � qk����	� �k � Z��

��k	 � q�k� ���	� �k � Z��

Preuve � La distribution est unique pour la m�eme raison que pour le th�eor�eme ��
�

Pour trouver une distribution stationnaire��k	� si elle existe� nous pouvons utiliser



��

la m�emem�ethode que pour les syst�emes pr�ec�edents� soit de balancer l�intensit�e des

arriv�ees et des d�eparts pour chaque �etat puis de normaliser a�n que nous ayons

une distribution� Nous obtenons ainsi le syst�eme suivant d��equations �

�� � �	���	 � �R � �	��
	 � �r � �	���
	�

�� � ��R	��k	 � �R � �	��k� 
	 � ��	��k � 
	� �k � 
�

�� � �� r	��k	 � �r � �	��k� 
	 � ��	��k� 
	� �k � �
�

�X
k���

��k	 � 
�

Ce syst�eme ressemble �a celui o�u il n�y a que des clients positifs qui peuvent s�ac�

cumuler� En se basant sur cette constatation et sur la distribution stationnaire de

ce genre de syst�eme� nous obtenons pour k 
� �

��k	 � aq�k� � �k � �
�

��k	 � bqk�� �k � 
�

o�u a et b sont deux constantes qui d�ependent de ���	�

Ensuite nous constatons que pour �a� b nous avons une solution pour toutes

les �equations reliant ��k	 �a ��k � 
	 et ��k � 
	 et ce pour �k 
� f�
� �� 
g� En

utilisant les deux �equations reliant ���
	 �a ���	 et ����	 et ��
	 �a ���	 et ���	�

nous trouvons la relation reliant a et b avec ���	� soit �

a � ���	� b � ���	�

Il ne reste plus que des termes en ���	 et deux �equations �a v�eri�er� soit �

��� r	��
	 � �� �R	���
	 � �� � �	���	�
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En substituant les valeurs de ��
	 et de ���
	 dans la premi�ere �equation� nous

obtenons ���	 � ���	� donc les ��k	 sont les solutions au syst�eme d��equations

reliant trois �etats voisins entre eux�

Pour trouver la valeur de ���	� nous utilisons l��equation de normalisation�

Ainsi� en substituant chaque ��k	 par sa valeur en terme de ���	� la somme de�

vient �
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si et seulement si q� � 
 et q� � 
 pour qu�il y ait convergence des deux sommes

partielles� Sinon� le syst�eme explose dans la direction de celui qui ne respecte

pas la condition �par exemple� si q� � 
� alors ��k	 � �� �k� sauf si k � �

dans quel cas limk����k	 � 
	� Il ne peut y avoir qu�un q plus grand que 
� Si

un des q est �egale �a 
� alors le syst�eme peut exploser avec une probabilit�e non

nulle dans la direction de ce q� Par exemple� si q� � 
 alors limk����k	 � �� Si

q� � q� � 
 �ce qui n�est possible que si les intensit�es moyennes des temps de

service sont �	� alors le syst�eme est r�ecurrent nul et peut exploser dans un sens

comme d�en l�autre avec une probabilit�e non nulle� mais �egale pour les deux cas

�limk�����k	 � limk����k	 � �	�

Tous les ��k	 sont positifs car� q� et q� � ��� 
	 par la condition impos�ee pour

la convergence des deux sommations partielles et par les d�e�nitions des param�etres

�� �� R et r qui sont strictement positifs� Ainsi�
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sous la condition que q� � 
 et que q� � 
� �

Si nous additionnons les probabilit�es pour tous les k � � ou pour tous les k � ��

nous obtenons la probabilit�e que lorsqu�un client typique arrive dans le syst�eme�

le syst�eme ne renferme que des clients respectivement n�egatifs ou positifs� Nous

utiliserons le symbole ���	 pour sp�eci�er que le syst�eme ne contient que des clients

n�egatifs et ���	 pour un syst�eme n�ayant que des positifs� Ainsi�
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Exemple � Soit un syst�eme o�u les clients positifs arrivent et sont servis deux fois

plus rapidement que les clients n�egatifs� La distribution stationnaire� la probabilit�e

que le syst�eme ne contienne que des clients n�egatifs et celle que le syst�eme ne

contienne que des clients positifs sont �
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Si un des deux temps de services est nul �R ou r � �	� nous obtenons alors la

m�eme distribution stationnaire que pour le syst�emeM�M�
��� ce qui est normal

car alors les deux syst�emes sont �equivalents�

Pour voir le comportement des clients typiques� il est n�ecessaire de savoir si le

prochain client est n�egatif ou s�il sera positif� La probabilit�e qu�un nouveau client

qui arrive soit positif est de ���� � �	 et de ���� � �	 qu�il soit n�egatif�

Th�eor�eme �
� La fonction de distribution du temps de service d�un client typique

est �
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Preuve � Soit T le temps de service r�eel� S le temps de service potentiel du client

typique et A l�intervalle de temps entre le d�ebut du service de ce client typique et

l�arriv�ee du prochain client oppos�e� Alors nous obtenons

P �T � t	 � P �min�A�S	 � t	

� P �min�A�S	 � t� le client est n�egatif� k � �	

�P �min�A�S	 � t� le client est n�egatif� k � �	

�P �min�A�S	 � t� le client est positif� k � �	

�P �min�A�S	 � t� le client est positif� k � �	�

�

�
�
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����	 � ���	�

�
P �min�A�S	 � tj client n�egatif� k � �	
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�
P �min�A�S	 � tj client positif� k � �	
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d�o�u la fonction de densit�e

fT �t	 �
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Comme nous pouvons le constater� la probabilit�e que le temps de service soit

nul est sup�erieur �a �� ce qui correspond au cas o�u le client arrive et rencontre une

�le d�attente comportant un ou plusieurs clients oppos�es� La fonction de densit�e

consiste en fait de la somme de deux fonctions de densi�e exponentielle� pond�er�ees

pour les temps strictement positifs et d�une constante pour t � ��

Pour voir le lien avec les syst�emes�� il su"t de faire tendre R ou r vers l�in�ni�

Par exemple� si r �� �

lim
r��
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Cette fonction n�est di��erente de celle obtenu pour un syst�eme avec clients positifs�

n�egatifs que par le terme 
��

� terme qui repr�esente la probabilit�e que le client que

nous consi�erons soit un client %positif& alors que pour l�autre syst�eme� les clients

qui peuvent recevoir du service ne sont strictement que des clients positifs�

Th�eor�eme �
� Les syst�emes avec clients oppos�es sont quasi�r�eversibles si l�in�

tensit�e des temps de services des clients que nous consid�erons comme positifs est

nulle�

Preuve � Pour les syst�emes avec des clients n�egatifs de Gelenbe ou d�Henderson�

la notion de clients positifs et n�egatifs est bien d�e�nie� Dans le syst�eme d��equations

�
�	� les arriv�ees sont celles des clients positifs et les d�eparts sont caus�es par les �ns

de service et les arriv�ees des clients n�egatifs� Par contre� avec les clients oppos�es�

nous ne pouvons plus distigu�es les clients positifs des n�egatifs� Ainsi� pour montrer

que les syst�emes avec clients oppos�es sont quasi�r�eversibles� il su"t de v�eri�er les

deux �equations �
�	 pour un couple positif ��� �	 en prennant tour �a tour un des

deux types de clients oppos�es comme client positif et l�autre comme client n�egatif�

Le syst�eme d��equations nous donne avec le type positif comme client positif �

X
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q�k�k�	
�q�k�k�	 � QA� � q�k�k� 
	 pour k � ��
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	 pour k � ��

� �� �R�X
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��k	q�k�k�	
��k�k�	 � D�� � q�k� � 
�k�	��k�� 
	 pour k� � ��

� ��� � r	q���k
�	�

� ����k�	�

� q�k� � 
�k�	��k�� 
	 pour k� � ��
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Ce syst�eme a une solution unique ��� �	 pour tous les �etats que si R � �� � � ��

et � � ��� En prennant les clients n�egatifs comme positifs� nous obtenons �

X
k�

q�k�k�	
�q�k�k�	 � QA� � q�k�k� 
	 pour k � ��

� ���

� q�k�k� 
	 pour k � ��

� �� � r�X
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��k�k�	 � D�� � q�k�� 
�k�	��k�� 
	 pour k� � ��

� ��� �R	q���k
�	�

� ����k�	�

� q�k�� 
�k�	��k�� 
	 pour k� � ��

� ��q��� ��k�	�

� ��� � r	��k�	�

Ce syst�eme a une solution unique pour tous les �etats que si r � �� � � �� et

� � lambda�� Ainsi� les syst�emes avec clients oppos�es sont quasi�r�eversibles si

l�intensit�e des temps de services des clients consid�er�es comme �etant les clients

positifs est nulle� ce qui nous ram�ene au syst�eme d�Henderson� �

Th�eor�eme �
� Les syst�emes avec clients n�egatifs ne sont pas quasi�r�eversibles si

nous prennons comme d�e	nition de client positif un client qui arrive dans une 	le

d�attente vide ou qui est constitu�ee de clients similaires�

Preuve � La notion de client positif est ici di��erente de celle utilis�ee ci�dessus� ce

qui changera la solution au syst�eme �
�	� En e�et� les �equations deviennent �
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Il n�existe pas de couple positif ��� �	 qui satisfont ces �equations pour tous

les �etats simultan�ement� De par la forme de la solution �a l��equation �
�	� nous

pouvons constater que les syst�emes avec clients oppos�es �a un serveur sont quasi�

r�eversibles tant que le serveur ne s�est pas vid�e� �

�A la lumi�ere du th�eor�eme ��� nous introduisons la quasi�r�eversibilit�e au sens

strict �

Un syst�eme �a un serveur est quasi�r�eversible au sens strict si pour �k � �

nous avons un couple positif ��� �	 et pour �k � � un couple positif ��
�

� �
�

	 qui

satisfont �
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�q�k�k�	 � QA� � �� �k � �� ���
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Un syst�eme quasi�r�eversible au sens g�en�eral l�est aussi au sens strict en prennant

� � �� et � � ���

Th�eor�eme �
	 Les syst�emes avec clients oppos�es sont quasi�r�eversibles au sens

strict�

Preuve � Si nous nous int�eressons qu�aux clients positifs pour v�eri�er la quasi�

r�eversibilit�e au sens strict� nous devons voir si au moins les couples positifs��� �	

pour k � � et ���� ��	 pour k � � satisfont au premier ensemble d��equations du

th�eor�eme ���� En prennant � � � � �� et �� � �� � ��� � R	� nous constatons

que nous avons la quasi�r�eversibilit�e au sens strict�

Si nous ne prennons maintenant que les clients n�egatifs comme �etant les

v�eritables clients du syst�eme� nous devons voir si au moins les couples ��� �	

pour k � � et ���� ��	 pour k � � satisfont au deuxi�eme ensemble d��equations du

th�eor�eme ����

Il nous reste ainsi que les clients positifs d�e�nis au th�eor�eme ��� En regardant

les �equations obtenues �a ce th�eor�eme� nous pouvons constater qu�en prennant

� � � � �� pour k � � et �� � �� � �� pour k � �� nous avons respectivement

une solution aux �equations ���
	 et ����	� Ainsi� les syst�emes avec clients oppos�es

sont quasi�r�eversible au sens strict� �



Conclusion

Dans ce m�emoire� nous avons r�esum�e l��etat des connaissances sur les syst�emes

�a un n�ud et un serveur ayant des clients n�egatifs� Trois types de clients n�egatifs

ont �et�e trait�es� soit celui de Gelenbe� celui d�Henderson et un nouveau type� soit

les clients oppos�es� Diverses politiques de service et d��elimination ont �et�e aussi

abord�ees� Nous avons d�emontr�e que la distribution stationnaire est toujours de

la forme produit� peut importe les politiques ou la d�e�nition des clients utilis�ees�

Nous avons aussi �etabli les fonctions de temps de service et de s�ejour de m�eme

qu��etudi�e la quasi�r�eversibilit�e de syst�emes ayant pour politiques PAPS et ECS�

Les syst�emes trait�es dans ce m�emoire ne consid�ere qu�une classe de client�

Certains auteurs se sont pench�es sur des syst�emes o�u les clients peuvent appartenir

�a une certaine classe c � C� Ces clients peuvent poss�eder leurs propres intensit�e

d�arriv�ee� intensit�e de service et leurs propres probabilit�es de transition d�un n�ud

�a un autre� Pour ces clients multiclasses� l�indice c est ajout�e �a leurs di��erentes

caract�eristiques pour sp�eci�er �a quelle classe ils appartiennent� Dans un r�ecent

article ���� la notion de classe a �et�e adapt�ee aux clients n�egatifs� L�e"cacit�e de ces

clients n�egatifs d�epend de leur classe� de la classe du client positif �a �eliminer et

du n�ud o�u les clients sont� Pour des syst�emes M�G�
���� avec une politique

de service PAPS� DAPS et PS et une politique d��elimination EAC� la distribution

stationnaire reste de forme produit�
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