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Abstract

The pricing of a variance option, a derivative contract whose underlying is the variance of an
asset’s return over a given period, and the GARCH option pricing theory have both been developed
recently in the literature. In the former case, the proposed approaches often lack flexibility and are
difficult to implement. In the latter case, to circumvent the numerical difficulties associated with
with the GARCH option pricing models, Duan, Gauthier & Simonato (1999) have developed an
analytical approximation based on the generalized Edgeworth expansion. Two classes of analytical
approximations for computing the value of a European variance option in the GARCH framework
are presented. The first, an extension of Duan, Gauthier & Simonato (1999), is based on the gene-
ralized Edgeworth expansion of the conditional variance’s risk-neutral density function while the

latter is similar to that of Posner & Milevsy (1998) to use Johnson’s densities.

The analytical approximation based on the lognormal system of the Johnson densities family
is found the be the most accurate approximation developed in this paper. However, the precision
of the approximation is reduced for deep out of the money options when the conditional variance
dynamic of the NGARCH process displays a high level of persistence or almost no variability. When
the dynamic of the conditional variance’s moments displays an explosive behavior, the precision of

the approximation is generally good except for the case of long maturity options.

The numerical analysis performed also suggest that the error term associated with the generali-
zed Edgeworth expansion have a critical impact when the skewness and kurtosis to be reproduced
are far apart from those of the approximative distribution used in the expansion or even for small
differences. Thus, the Edgeworth analytical approximation based on a lognormal distribution, ge-
nerally used in practice, could be replaced by a more flexible approximation based on the Johnson

density function family.
The proposed methodology can be easily adapted to other GARCH process and generalized

to the case of a volatility option with the EGARCH process for which analytical expressions are

available for fractional moments.
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Sommaire

L’évaluation d’une option dont le sous-jacent est la variance du rendement d’un actif financier
ainsi que la tarification de titres dérivés a I'aide des modeles de la famille GARCH sont deux sujets
récents dans la littérature financiere. Dans le premier cas, les approches proposées sont limitées par
un manque de flexibilité et les difficultés associées a leur mise en application. Dans le second cas, afin
de contourner les difficultés liées a 'implantation des modeles de tarification d’options de la famille
GARCH, Duan, Gauthier & Simonato (1999) ont développé une approximation analytique basée
sur un développement en série de Edgeworth généralisé. Ce mémoire combine ces deux avenues en
proposant deux classes d’approximations analytiques permettant d’évaluer une option européenne
portant sur la variance dans le contexte d’un modele de marché GARCH. La premiere, a l'instar
de celle proposée par Duan, Gauthier & Simonato (1999), repose sur un développement en série
de Edgeworth généralisé de la fonction de densité de la variance conditionnelle du rendement sous
la mesure neutre au risque. La seconde approche est basée sur les fonctions de densité de Johnson

telles qu’utilisées pour la tarification de produits dérivés par Posner & Milevsy (1998).

L’approximation analytique basée sur le systeme lognormal des fonctions de densité de John-
son offre la meilleure précision parmi les approximations analytiques développées. La qualité de
I'approximation est cependant moindre lorsque 'option d’achat a évaluer est hors-jeu et que la
dynamique de la variance conditionnelle du modele NGARCH démontre un fort niveau de persis-
tance. Lorsque la dynamique des moments de la variance n’est pas stationnaire, la précision de

I’approximation est généralement bonne a ’exception du cas des options de longues échéances.

L’analyse numérique permet également de constater que le terme d’erreur lié au développement
en série de Edgeworth généralisé est non négligeable lorsque le niveau des coefficients d’asymétrie
et d’aplatissement a reproduire est éloigné de ceux de la distribution approximative utilisée dans
le développement en série. Par conséquent, 'approximation analytique basée sur le développement
en série de Edgeworth généralisé autour d’une distribution lognormale, fréquemment utilisée en

pratique, pourrait étre remplacée par une des approches plus flexible présentées dans ce mémoire.
La méthodologie proposée peut facilement étre adaptée a d’autres modeles GARCH et généralisée

au cas d’options européennes portant sur la volatilité avec le processus EGARCH pour lequel des

expressions analytiques pour les moments d’ordre fractionnaire existent.
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By being able to buy and sell volatility, investors would now be able to manage their
risk in two dimensions - price risk and volatility risk - an opportunity previously out
of reach for all but the large and sophisticated options user. - Griibichler & Longstaff
(1996)



1 Introduction

Depuis 1998, I'intérét envers une gamme de produits financiers offrant une exposition aux va-
riations des niveaux de volatilité du rendement des actifs financiers s’est grandement accru. Les
événements ayant mené a la débandade du fond d’allocation tactique Long Term Capital Mana-
gement ont entrainé des mouvements importants des niveaux de volatilité ayant d’importantes
conséquences pour tous les investisseurs, particulierement ceux ayant des positions dans les pro-
duits dérivés. Malgré ces événements, les outils disponibles aux investisseurs pour la couverture
des risques de volatilité demeurent encore aujourd’hui limités. Une des raisons pouvant expliquer
cet état de fait est ’absence d’un cadre de tarification et de couverture simple, flexible et efficient

facilitant I'introduction des produits dérivés de volatilité comme instrument de gestion des risques.

Afin de combler le vide entre les besoins des investisseurs et les outils théoriques permettant
I’évaluation et la couverture d’instruments financiers permettant d’y répondre, plusieurs auteurs
(Whaley (1997), Neuberger (1994), Griinbichler & Longstaff (1996), Carr & Madan (1997) et Hes-
ton & Nandi (2000)) ont abordé cette problématique.

Parmi les travaux publiés, ceux de Heston & Nandi (2000) semblent présenter le plus grand po-
tentiel. Ces derniers ont développé une solution analytique pour la tarification d’une option d’achat
portant sur la variance dans le contexte d’'un modele GARCH. L’approche proposée est riche dans
le sens qu’elle est adaptée au cas de I’évaluation de titres non-linéaires, qu’elle propose une stratégie
de couverture et repose sur une famille de modeles de marché bien acceptés tant dans la littérature
financiere que dans la pratique. Cependant, les solutions obtenues par Heston & Nandi (2000) ne
peuvent étre généralisées a 1’évaluation d’une option portant sur la volatilité et sont limitées a un
seul des modeles de la famille GARCH. Ainsi, bien qu’intéressant, le cadre de tarification proposé

par Heston & Nandi (2000) est contraint par son manque de flexibilité.

L’objectif de ce mémoire est en premier lieu de proposer un cadre de tarification flexible et effi-
cient permettant d’évaluer tant des options européennes que des contrats a terme dont la variable
sous-jacente est la variance du rendement d'un actif'. Un deuxiéme objectif associé & ce mémoire

est la comparaison de deux méthodes proposées dans la littérature permettant la tarification de

'Le cadre de tarification peut étre adapté au cas des produits dérivés de volatilité tel que précisé & la section 7.



titres contingents européens dans un contexte ou les moments d’ordre supérieur de la distribution
de I'actif sous-jacent sont considérés. Pour ce faire, nous proposons deux classes d’approximations
analytiques permettant de résoudre le probleme d’évaluation de produits dérivés de variance et ce,

dans le contexte du modele GARCH proposé par Engle & Ng (1993).

La premiere approximation analytique est basée sur un développement en série de Edgeworth
généralisé similaire a celui présenté par Jarrow et Rudd (1982) et utilisé par Duan Gauthier &
Simonato (1999) pour la tarification d’une option d’achat européenne dans le contexte d’un modele
GARCH. La deuxiéme approximation analytique fait appel aux fonctions de densité de Johnson

telles qu’utilisées par Posner & Milevsky (1998) pour la tarification d’options paniers et asiatiques.

La revue de la littérature est présentée a la section 2. Les caractéristiques du modele de marché
sont étudiées a la section 3. Les approximations analytiques développées sont présentées dans la
section 4. Une étude numérique permettant de comparer les diverses approximations analytiques
proposées est effectuée a la section 5. Un exemple d’application a une option d’achat et a un contrat
a terme portant sur la variance est présenté a la section 6. La section 7 propose les ajustements a
apporter aux approximations analytiques pour les adapter a d’autres modeles de la famille GARCH
et pour généraliser ’approche a la tarification de titres contingents portant sur la volatilité du ren-

dement d’un actif. Finalement, la conclusion de ce mémoire se retrouve a la section 8.



2 Revue de la littérature

La premiere section de cette revue de la littérature présente les différents travaux traitant de la
tarification de produits dérivés portant sur la variance ou sur la volatilité du rendement d’un actif.
Le modele de marché employé dans ce mémoire étant le modele NGARCH de Engle & Ng (1993),
la famille des modeles GARCH sera présentée en deuxieéme section. Finalement, les troisiemes et
quatriemes sections aborderont les deux outils sur lesquels sont construites les approximations
analytiques développées dans ce mémoire ; soit le développement en série de Edgeworth généralisé

et les fonctions de densité de Johnson.

2.1 Tarification de produits dérivés de volatilité et de variance

Selon notre connaissance, Brenner & Galai (1989) furent les premiers & aborder la thématique
des produits dérivés de volatilité. Ils présentent, de maniere qualitative, différents exemples ot un
investisseur bénéficierait de 'utilisation de produits dérivés portant sur la volatilité et ce, tant pour
des fins de spéculation que de couverture. Dans un méme ordre d’idées, Whaley (1993) démontre
que les stratégies de couverture du risque de volatilité basées sur ’ajustement dynamique d’un
portefeuille d’options pourraient avantageusement étre remplacées par ’achat de produits dérivés
de volatilité. A laide d’un exemple numérique illustrant la position d’un mainteneur de marché
d’options, il souligne la complexité, le risque et les couts associés a I'implantation des stratégies
de couverture des variations du niveau de la volatilité a I’aide d’un portefeuille d’options réajusté
de facon dynamique pour controler conjointement la sensibilité de la position aux variations du
niveau de I’actif sous-jacent et aux variations du niveau de volatilité. Finalement, Neuberger (1994)
démontre que la principale source de risque résiduelle d’une option couverte contre les risques de
variation du prix de l'actif sous-jacent est le risque de volatilité. Par une simulation historique, il
conclut qu’il est possible d’améliorer les stratégies de couverture d’options en y incluant des titres

dérivés de volatilité.

The existence of an inadequate substitute should not prevent the development of a bet-
ter instrument. Most instruments used for risk management have developed precisely
because they provide a better, cheaper, or more direct way of doing something that could

already be done less well using the cash market. - Neuberger (1994)



Ces divers constats empiriques ont motivé le développement d’un cadre théorique permettant la
tarification et la couverture des produits dérivés de variance et de volatilité. A ce jour, les approches
proposées peuvent étre regroupées en deux catégories. La premiere est basée sur un argument de
réplication statique a partir d’instruments transigés tandis que la seconde repose sur les modeles

d’équilibre de marché.

2.1.1 Approches basées sur la réplication

Les travaux de Carr & Madan (1997) ainsi que de Demeterfi, Derman, Kamal & Zou (1999) pro-
posent 'implantation d’une stratégie dont la valeur a échéance permet de reproduire linéairement
la variance réalisée du rendement d’un actif sur un intervalle de temps donné. Le résultat présenté
repose sur un principe selon lequel, sous I'existence d’options pour une infinité de prix d’exercices,
il est possible de reproduire toute fonction deux fois contintiment différentiable de la valeur d’un

contrat & terme par un portefeuille statique composé des options et du contrat a terme.

La variance réalisée étant une fonction de la trajectoire du prix, Carr & Madan (1997) établissent
la stratégie permettant de créer une exposition a la variance réalisée du rendement d’un actif. Cette
stratégie implique une position dans toutes les options et ce pour un continuum de prix d’exercices.
Une explication intuitive et un exemple de cette stratégie sont présentés dans Demeterfi, Derman,
Kamal & Zou (1999). Un argument similaire est adopté par Carr & Madan (1999) pour I’évaluation
d’un contrat a terme portant sur la covariance réalisée entre les rendements de deux devises. Les

concepts développés dans ces deux articles approfondissent les travaux de Neuberger (1994).

L’approche basée sur la réplication a I'avantage de ne pas nécessiter de spécification du compor-
tement dynamique de la volatilité et repose sur des arguments d’absence d’arbitrage. Cette méthode
est cependant limitée a la classe des produits dérivés linéaires portant sur la variance du rendement
d’un actif; elle n’offre aucune indication sur la fagon d’évaluer et de couvrir des produits dérivés

non-linéaires ou des produits dérivés portant sur la volatilité du rendement d’un actif financier.

De plus, I’hypothese de 'existence d’options pour une infinité de prix d’exercice étant tres
restrictive, elle rend fastidieuse ’application de la méthode aux instruments financiers pour lesquels
le volume d’options transigé est faible ou inexistant et est sujette a une erreur d’approximation non-

négligeable méme dans le cas des actifs dont le volume d’options transigées est important.



2.1.2 Approches basées sur les modeles d’équilibre

Griinbichler & Longstaff (1996) proposent des solutions analytiques pour I’évaluation d’options
et de contrats a terme portant sur la volatilité en posant I’hypothese que la volatilité du rendement
d’un actif est déterminée par un processus racine carré. Selon la spécification d’un tel modele, le
niveau de la volatilité évolue autour d’une valeur cible, la volatilité moyenne et I’ampleur des va-

riations dépend du niveau de la volatilité.

Le comportement de la valeur des instruments dérivés de volatilité et leurs qualités en tant
qu'instrument de couverture du risque de volatilité sont également étudiés. Dans le cadre d'un
modele captant les effets de retour vers la moyenne, une des propriétés importante constatée est
que la sensibilité des instruments dérivés de volatilité diminue avec 'augmentation 1’échéance. Etant
donné la dynamique de retour vers la moyenne captée par le processus racine carré, tout écart par
rapport a la volatilité moyenne se voit attribuer une probabilité croissante de se résorber avec
I’échéance du titre. Ainsi, la valeur des produits de dérivés de volatilité ayant une longue échéance
est peu sensible aux variations du niveau de la volatilité ce qui rend ces derniers peu intéressants

pour des fins de couverture contre les variations a court terme de la volatilité.

Detemple & Osakwe (2000) généralisent les travaux de Griinbichler & Longstaff (1996) en
étendant le cadre d’analyse & d’autres processus stochastiques et en adaptant les résultats au
cas des options américaines. Leurs résultats soulevent d’importantes différences entres les options
américaines et européennes expliquées par les effets de retour vers la moyenne. Lorsque la volatilité
s’écarte de son niveau moyen, le détenteur d’une option américaine peut exercer son droit avant
que ’écart ne se résorbe. Detemple & Osakwe (2000) sont les premiers a aborder la tarification de

produits dérivés de volatilité dont le type d’exercice est américain.

Le cadre d’'un modele d’équilibre général offre une flexibilité additionnelle permettant la ta-
rification de titres dérivés non-linéaires ou portant sur la volatilité. Cependant, ni Detemple &
Osakwe (2000) ou Griinbichler & Longstaff (1996) n’abordent la problématique de la réplication

des produits dérivés de volatilité.



2.1.3 Approche de Heston & Nandi (2000)

Heston & Nandi (2000) proposent une solution analytique au probléeme d’évaluation d’une op-
tion portant sur la variance du rendement d’un actif dans le contexte d’un modele de marché
de la famille GARCH similaire aux modeles NGARCH et VGARCH présentés par Engle & Ng
(1993). L’utilisation d’un tel modele permet d’exprimer la variance du rendement d’un actif fi-
nancier comme une fonction du prix de 'actif. Le cadre d’analyse est généralisé au processus de
diffusion correspondant a la limite en temps continu du modele discret utilisé. Dans les deux cas,
la solution repose sur 'inversion de la fonction caractéristique de la loi de densité de la variance

conditionnelle future.

Dans le cas continu, une stratégie de réplication permettant de reproduire les variations de la
valeur du titre dérivé est présentée. Contrairement a celle proposée par Carr & Madan (1997),
cette stratégie de réplication ne nécessite aucune hypothese sur la disponibilité d’options pour un
continuum de prix d’exercices, mais repose plutot sur I'ajustement dynamique d'un portefeuille

composé d’instruments financiers transigés.

Le cadre de tarification proposé par Heston & Nandi (2000) permet de déterminer la valeur
d’options et de contrats a terme portant sur la variance et fournit une indication de la stratégie
de réplication associée dans le cas du modele en temps continu. Comparativement aux précédentes
approches, celle de Heston & Nandi (2000) a I’avantage de produire des solutions analytiques pour
une classe générale de produits dérivés portant sur la variance en plus de fournir une stratégie de
réplication qui ne repose pas sur les hypotheses restrictives d’un continum de prix d’exercice pour

les options.

Cependant, il est impossible d’adapter le cadre de tarification proposé par Heston & Nandi
(2000) aux produits dérivés dont la variable sous-jacente est la volatilité du rendement d’un actif
et non de la variance. Le modele discret employé est un modele hybride de la famille GARCH peu
étudié dans la littérature et, selon notre connaissance, il est impossible de reprendre la méthodologie
en utilisant d’autres modeles de la famille GARCH. De plus, aucune étude empirique ne permet de

valider la stratégie de réplication proposée.



2.2 Modeles GARCH

Le modele Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity (GARCH) introduit par
Bollerslev (1986) est un modele a temps discret permettant de capter le caracteére stochastique
de la variance du rendement d’un actif. Selon ce modele, pour une période de temps donnée, le
niveau de la variance du rendement d’un actif dépend a la fois du niveau de la variance pour les
périodes précédentes et des chocs ayant affecté le rendement de ’actif. Cette spécification permet
de reproduire la persistence expliquant les périodes de fortes et de faibles volatilité observées em-
piriquement. Parmi les nombreuses extensions constituant la famille des modeles GARCH, Nelson
(1991), Engle & Ng (1993) et Glosten, Jagannathan & Runkle (1993), entre autres, ont proposé des
versions permettant d’inclure les effets d’asymétrie des rendements observés et documentés dans la

littérature financiere.

Le modele de marché utilisé dans de ce mémoire est le Non-Linear Asymmetric GARCH
(NGARCH) proposé par Engle & Ng (1993). Une description détaillée de ce modele et de certaines
de ses caractéristiques rattachées au développement des approximations analytiques est présentée

a la section 3.

2.2.1 Application a la tarification de produits dérivés

Duan (1995) a développé un modele permettant d’évaluer une option européenne dans le cadre
d’un modele de marché GARCH. Une des contributions associée a ce modele est le développement
du théoréeme permettant le passage du processus GARCH sous la mesure réelle & une mesure dite
localement neutre au risque, similaire & celle employée pour les fins de tarification de produits
dérivés dans le contexte des modeles continus. Duan (1995) démontre que sous la mesure locale-
ment neutre au risque, la famille des processus GARCH peut étre employée pour la tarification de
titres contingents. Cependant, I’espérance caractérisant la valeur d’une option ne peut étre résolue

analytiquement ; il faut faire appel a des procédures numériques.

Afin de contourner I'aspect numérique associé au modele d’évaluation d’options proposé par
Duan (1995) et de généraliser les résultats & d’autres modeles de la famille GARCH, de nombreux
articles ont proposé des solutions alternatives. Entre autres, Heston & Nandi (2000) ont développé

une solution analytique similaire a celle utilisée pour la tarification d’options portant sur la va-



riance et Duan, Gauthier & Simonato (1999) ont proposé une approximation analytique basée sur
un développement en série de Edgeworth généralisé de la fonction de densité du rendement de ’actif

risqué sous la mesure localement neutre au risque.

La méthodologie proposée dans ce mémoire fait appel au développement en série de Edgeworth
généralisé et aux fonctions de densité de Johnson. Les prochaines sections détailleront chacune de
ces méthodes et leurs principales applications retrouvées dans la littérature financiere. Entre autres,

les travaux de Duan, Gauthier & Simonato (1999) y seront abordés avec plus de précision.

2.3 Développement en série de Edgeworth

Le développement en série de Edgeworth est utilisé lorsqu’il est impossible d’identifier la fonction
de densité caractérisant la distribution d’une variable aléatoire, mais qu’une information partielle
telle que certains moments de la variable, est disponible. Cette technique consiste & approximer la
fonction de densité inconnue par une fonction de densité normale a laquelle des termes de correction
sont ajoutés afin de réduire la distance entre les moments. Lorsque le développement en série est
limité & un nombre fini de termes, généralement le nombre de moments considérés, le résultat est
une approximation et ne correspond généralement pas a la définition d’une fonction de densité.
De plus, selon le nombre de parametres de la fonction de densité approximative, une erreur de
reproduction persiste pour certains moments. Barton & Dennis (1952) établissent les conditions
devant étre respectées par les moments d’ordre trois et quatre de la variable aléatoire dont on
cherche a approximer la fonction de densité afin d’assurer que l'approximation obtenue par le

développement en série de Edgeworth soit positive et unimodale.

2.3.1 Jarrow & Rudd (1982)

Jarrow & Rudd (1982) utilisent un développement en série de Edgeworth généralisé pour évaluer
une option européenne dans le contexte ou la loi de distribution de la valeur de I'actif sous-jacent
est inconnue, mais dont les moments sont identifiables. La généralisation du développement en
série de Edgeworth consiste a utiliser une fonction de densité générale comme approximation. La
fonction de densité approximative utilisée est celle d’une loi lognormale dont les deux premiers mo-
ments sont ajustés pour correspondre a ceux de la fonction de densité du prix de I’actif sous-jacent,

de telle sorte que 'approximation analytique correspond a la valeur d’une option selon le modele



de Black & Scholes (1977) a laquelle sont ajouté deux facteurs de correction pour les différences
entre les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement des deux distributions. Dans cette optique, les
travaux de Jarrow & Rudd (1982) peuvent étre considérés comme une généralisation de ceux de
Black & Scholes (1977) tenant compte de l'effet des moments d’ordre supérieurs de la distribu-
tion des rendements de l'actif sous-jacent a ’option européenne. Etant basé sur un développement
en série de Edgeworth généralisé tronqué apres le quatrieme terme, le résultat obtenu est une
approximation et il s’avere impossible de borner analytiquement I'erreur d’approximation. Il est a

noter que ’approche proposée par Jarrow & Rudd (1982) est fréquemment utilisée dans la pratique.

2.3.2 Duan, Gauthier & Simonato (1999)

Une approche similaire est adoptée par Duan, Gauthier & Simonato (1999) pour 1’évaluation
d’une option d’achat européenne dans le cadre d’un modele de marché NGARCH. La loi de dis-
tribution du rendement de I'actif sous-jacent, sous la mesure localement neutre au risque, ne peut
étre identifiée. Par contre, il est possible d’évaluer analytiquement les moments du rendement de
Pactif risqué sur lequel porte I'option d’achat. Un développement en série de Edgeworth généralisé
appliqué a une loi lognormale permet d’améliorer la correspondance des quatre premiers moments
de la distribution du rendement de ’actif risqué dans le cadre du modeéle de marché NGARCH.
L’expression caractérisant ’approximation analytique est similaire a celle obtenue par Jarrow &
Rudd (1982); soit un terme correspondant a la valeur de l'option pour la loi lognormale auquel
deux facteurs de corrections sont ajoutés afin de compenser pour les différences entre les moments

d’ordre trois et quatre.

Lorsqu’il est impossible d’identifier la fonction de densité de la variable sous-jacente d’un titre
dérivé ou d’effectuer analytiquement les calculs d’espérance caractérisant la valeur de ce titre, le
développement en série de Edgeworth généralisé offre une solution plus efficiente que la plupart
des méthodes numériques alternatives. Bien que ’erreur d’approximation soit impossible a borner
analytiquement, dans le contexte des études numériques effectuées par Jarrow & Rudd (1982) ainsi
que Duan, Gauthier & Simonato (1999), cette derniere est généralement faible et d’un ordre de
grandeur acceptable. Cependant, aucune de ces études ne permet de vérifier s’il existe un lien
entre 'ordre de grandeur de l'erreur d’approximation et les conditions posées par Barton & Dennis

(1952).
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2.4 Fonctions de densité de Johnson

Johnson (1949) présente une famille de fonctions de densité obtenues via la transformation d’une
variable aléatoire dont la distribution est une loi normale centrée et réduite. Quatre parametres
caractérisent les fonctions de densité de cette famille et dans certains cas, il est possible d’ajuster

les quatre premiers moments pour qu’ils soient équivalents & des valeurs cibles.

Le systéme lognormal (S7), le systéme non borné (Sy) et le systeme borné (Sp) composent la
famille des fonctions de densité de Johnson et leurs différences résident dans la transformation de
la variable aléatoire gaussienne. Les fonctions de densité de Johnson sont utilisées pour approximer
diverses distributions non-gaussiennes ne pouvant étre reproduites par les lois de distributions
usuelles. Cette approche regle deux problemes associés au développement en série de Edgeworth
généralisé en ce sens que Iapproximation obtenue par la méthode proposée par Johnson (1949) est
une fonction de densité et, & 'exemption du systéme S7.2, elle permet de reproduire exactement les

quatre premiers moments de la distribution & approximer.

2.4.1 Hill, Hill & Holder (1976)

Hill, Hill & Holder (1976) proposent un algorithme permettant de déterminer laquelle des trois
fonctions de densité de Johnson utiliser selon les moments d’ordre trois et quatre d’une variable
aléatoire dont on cherche a approximer la distribution. De plus, ils présentent un algorithme per-
mettant de fixer les parametres de la fonction de densité retenue de telle sorte que les moments
de celles-ci correspondent aux valeurs cibles; les moments de la variable aléatoire dont la loi de

distribution n’est pas identifiable.

2.4.2 Posner & Milevsky (1998)

Posner & Milevsky (1998) utilisent les fonctions de densité de Johnson dans un contexte ap-
pliqué a la finance, soit la tarification des produits dérivés dits exotiques. Constatant que pour la
plupart de ces titres dérivés, la fonction de densité caractérisant leur valeur & échéance est incon-
nue, ils proposent d’approximer cette derniere par une fonction de densité de Johnson. L’approche

de Posner & Milevsky (1998) peut étre appliquée a divers produits dérivés exotiques dont le type

’Le systeme S; des fonctions de densité de Johnson permet généralement la reproduction des trois premiers

moments de la distribution a approximer.
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d’exercice est européen tels que les options asiatiques, barrieres, les options portant sur la différence
entre la valeur de deux actifs et, de facon générale, tout produit dérivé portant sur un actif dont la

distribution ne permet pas ’obtention d’une solution analytique au probléeme de tarification.

Une étude numérique basée sur I’évaluation de la valeur d’une option asiatique et d’une op-
tion panier permet de conclure que 'approximation analytique basée sur les fonctions de densité
de Johnson se compare avantageusement aux autres approximations proposées dans la littérature
financiere permettant d’évaluer ce type d’options ainsi qu’a la simulation Monte Carlo. Une étude

similaire est reprise dans Posner & Milevsky (1999).

Le contexte d’utilisation des fonctions de densité de Johnson est similaire a celui du développement
en série de Edgeworth généralisé. Cependant, contrairement aux fonctions obtenues par le développement
en série de Edgeworth généralisé, celles obtenues via la méthode proposée par Johnson (1949) cor-

respondent a la définition d’une fonction de densité.

2.5 Contribution de ce mémoire

Tel qu’expliqué par Brockhaus & Long (2000), les institutions financiéres proposent des pro-
duits dérivés linéaires portant sur la variance du rendement d’un actif alors que les investisseurs
sont davantage intéressés par une classe générale de produits dérivés de volatilité. Cette situation
s’explique en partie par ’absence d’un cadre de tarification simple, flexible et efficient permettant
aux institutions financieres d’évaluer et de répliquer ce type de produits et, par conséquent, de les

offrir & leur clientele.

Dans I’espoir de contribuer au développement d’un tel cadre de tarification, ce mémoire propose
une approche permettant la tarification d’une vaste gamme de produits dérivés de variance et
éventuellement de volatilité tel que proposé a la section 7. L’élaboration de la stratégie de couverture
permettant de répliquer, a partir d’instruments financiers transigés, les produits dérivés de variance

et de volatilité n’est cependant pas considérée dans le cadre de ce mémoire.
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3 Modéle de marché NGARCH

Le modele Non-Linear Asymmetric GARCH (NGARCH) proposé par Engle & Ng (1993) est
présenté dans cette section. Les raisons évoquées dans Duan, Gauthier & Simonato (1999) ont
motivé ce choix. Entres autres, le modéle NGARCH permet une reproduction fidele de la dynamique
des séries financiéres et, sous la mesure neutre au risque, il s’avére le plus parcimonieux parmi les
modeles de la famille GARCH captant les effets d’asymétrie. Cette caractéristique rend le modele

NGARCH intéressant pour les fins de tarification de produits dérivés.

3.1 Spécification sous la mesure réelle (P)

Selon le modele NGARCH, sous la mesure de probabilité réelle (P), la dynamique du rendement

d’un actif risqué est donnée par :

S 1
In < g:l> e + M/ hepr — §ht+1 + vV hir16041, 1 =01, ... (1)

hisr = Bo+ Bihe + Bohu(er —0)%, t =1,2,... (2)

ou r; est le rendement composé périodique d’un actif non-risqué, A est une prime de risque constante,
hiy1 est la variance conditionnelle du rendement de lactif risqué et {e; : t = 0,1,2,...}, sous la
mesure P, est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon une
loi gaussienne centrée et réduite. L’équation (2), sujette aux restrictions fy > 0, f1 > 0 et f2 > 0
caractérise la dynamique de la variance conditionnelle d’un processus NGARCH. Le parametre 6
permet de capter la relation entre le niveau de la variance conditionnelle et le rendement de I'actif
risqué; une valeur positive (négative) de 6 implique une corrélation négative (positive) entre le
rendement et la variance conditionnelle. Le modele NGARCH permet ainsi de modéliser les effets
d’asymétrie dans la distribution du rendement de 'actif risqué. La structure d’information est
modélisée par la filtration {F; : ¢ € {0,1,2,...}} ou Fy est la tribu engendrée par (Sp,h1) et F, la

tribu engendrée par {So, h1,es:s € {1,2,...,t}}; ce qui implique que h; est F;_j-mesurable.

3.2 Spécification sous la mesure localement neutre au risque (Q)

Duan (1995) développe un théoreme permettant le passage d’'un modele de la famille GARCH
sous la mesure P & une mesure dite localement neutre au risque® (Q) rendant ainsi possible la

tarification de produits dérivés dans le contexte des modeles GARCH. Le développement de la

3Duan (1995) utilise le terme locally risk-neutral valuation relationship (LRNVR) pour désigner la mesure Q.
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mesure localement neutre au risque, appuyé sur un argument d’équilibre de marché, repose sur des

hypotheses générales concernant les préférences des agents économiques.

Ce changement de mesure permettra d’utiliser le modele de marché NGARCH pour la tarifica-
tion des produits dérivés de variance. Ainsi, selon Duan (1995), suite au passage sous la mesure @,

la dynamique du rendement de l'actif risqué devient :

S 1
ln< ;T) = Tt_iht—i-l"‘\/met-&-la t=0,1,... (3)
hiv1 = Bo+ Bihe+ Bohu(er — (0+N)% t=1,2,... (4)

La transition du processus NGARCH sous la mesure () préserve la structure de la variance condition-
nelle décrite par I’équation (2). Seul le parametre caractérisant les effets d’asymétrie est modifié, car
on y ajoute la prime de risque A. Notons également que sous la mesure () nous retrouvons €; = €, — A
ou{e :t=0,1,2,...} est définie comme étant une suite de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées selon une loi gaussienne centrée et réduite.

3.3 Variance conditionnelle future

Afin d’établir la valeur d’un titre contingent au niveau de la variance dans le cadre du modele
NGARCH, il est nécessaire de caractériser la distribution, sous la mesure localement neutre au
risque Q, de la variance conditionnelle future hyys ot ¢ > 0 dénote l'instant présent et s > 0

représente le nombre de périodes caractérisant 1’échéance du titre contingent.

Sous la mesure ), expression caractérisant hy4s est donnée par :

s—1 s—1 1

hivs = Bo+he H Yivi + 5o Z H Yits—j (5)
i=0 i=1 j=1

Yiei = B+ Baleryi — (0+N)2%i>0. (6)

Les détails du développement récursif permettant de retrouver la forme de la variance condi-

tionnelle future (5) sont présentés dans la section A.1.

L’équation de la variance conditionnelle future fait appel a un produit et a une somme de pro-
duits de variables aléatoires indépendantes décrites a I’équation (6). Ces variables aléatoires sont

obtenues via une transformation affine d’une variable distribuée selon une loi chi-carré décentrée.
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Selon notre connaissance, il est impossible d’identifier la loi de distribution caractérisant la variance
conditionnelle future (5), ce qui exclut toute solution analytique au probléme de tarification de pro-

duits dérivés de variance dans le cadre d’un modele de marché NGARCH.

Cependant, si les moments de la variance conditionnelle future peuvent étre identifiés, il sera
possible de résoudre le probleme de tarification par une approximation analytique en se basant sur

un développement en série de Edgeworth généralisé ou sur les fonctions de densité de Johnson.

3.4 Moments non-centrés de la variance conditionnelle future

Le systeme d’équations suivant permet d’établir, sous la mesure @, le lien entre les moments
non-centrés d’ordre entier de la variance conditionnelle pour deux périodes successives.

n

B2 ) = 3 ()R [t ©

k=0
ou
ko o
= Z(.)ﬁf—ﬂﬁ%m, (3)
j=o N
oy (20!
wo= X (B)ern )

l

Il
o

et pour des fins de notation, I’opérateur EtQ [e] désigne I'espérance conditionnelle a F; sous la me-

sure Q.

Une application récursive des équations (7) a (9) jusqu’a la période t permet d’évaluer les
moments de la variance conditionnelle future. Le développement de ces expressions analytiques
est présenté a la section A.2. De plus, la section A.4. présente une forme matricielle facilitant le
traitement récursif des équations reliant les moments non-centrés de la variance conditionnelle pour

deux périodes consécutives.
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3.5 Conditions assurant la convergence des moments

Les constantes v, k > 1 définies par I’équation (8) ont une influence sur le comportement
de la variance conditionnelle du rendement de ’actif risqué. En effet, afin d’assurer que les k
premiers moments de la variance conditionnelle n’explosent pas et qu’ils convergent vers une valeur
stationnaire finie lorsque s — o0, les parametres du modele NGARCH spécifié sous la mesure

localement neutre au risque ¢ doivent permettre le respect des conditions suivantes :
vi<l j=1,...,k (10)

Le non respect de ces conditions pour un ou plusieurs moments risque de réduire la qualité des
approximations analytiques basées sur le développement en série de Edgeworth généralisé ou sur

les fonctions de densité de Johnson.
Les détails permettant d’établir le lien entre ces conditions et la convergence vers la valeur

stationnaire pour les k£ premiers moments entiers de la variance conditionnelle future sont présentés

a la section A.3.
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4 Approximations Analytiques

Cette section présente quatre approximations analytiques permettant d’évaluer une option
d’achat européenne et un contrat a terme portant sur la variance conditionnelle future hyy s et,
de fagon générale, portant sur toute autre variable aléatoire dont les quatre premiers moments
non-centrés peuvent étres identifiés. Les deux premieres approximations reposent respectivement
sur les systemes Sy et Sy, des fonctions de densité de Johnson alors que la troisieme repose sur un
développement en série de Edgeworth généralisé basé sur une distribution lognormale. La derniere
approximation, combinant les deux approches, est obtenue a partir d’'un développement en série de

Edgeworth généralisé basé sur le systeme Sy, des fonctions de densité de Johnson.

4.1 Fonctions de densité de Johnson
4.1.1 Approximation basée sur le systeme Sy

Le systeéme non-borné (Sy) est caractérisé par la transformation non-linéaire suivante :

Y = ¢SU(Z) (11)

ou ¢gs, (Z) = a+bsinh (Z ;C) et Z est une variable aléatoire distribuée selon une loi normale centrée

et réduite.

Si les parametres du vecteur s, = [a b ¢ d]T sont fixés de telle sorte que les moments de la
variable aléatoire Y sont équivalents a ceux de la variance conditionnelle future hyig, la valeur
d’une option d’achat européenne dont le prix d’exercice est K et I’échéance est de s périodes peut

étre approximée par ’expression suivante :

-7 Cc
CSU(K,S;QSU) = e’ (a — be24? sinh <g) _ K)
—Trs % 3 1
+be 262d <€dN(/§+)_€dN(K;_)>
+e (K —a)N(k) (12)

ou Kk = wg;(K ) et N (o) est la fonction de répartition d’une distribution normale centrée et réduite.
Notons que le niveau initial de la variance conditionnelle future h;;; n’apparait pas directement
dans la formule d’évaluation de 'option d’achat, mais influence la valeur des moments de la variance

conditionnelle future et, par conséquent, 'effet de h;y1 est reflété par le vecteur 6g,,. Le niveau d'un

17



contrat a terme portant sur la variance conditionnelle future h;4s est donné par :
o c
Fs,(s;0s,) = a— be2d® sinh (E) . (13)

Les développements permettant d’obtenir ’approximation analytique (12) sont présentés a la
section C.1 et, puisque le niveau d’un contrat a terme correspond a l’espérance sous la mesure
neutre au risque de la variable aléatoire sous-jacente, I’équation permettant de fixer la valeur du
contrat a terme (13) découle directement des résultats dérivés dans la section B.1 présentant les

moments non-centrés du systéme Sp.

4.1.2 Approximation basée sur le systeme Sy,

Le systéme lognormale (S7,) est caractérisé par la transformation non-linéaire suivante :

Yy = T;Z)SL(Z) (14)

ou¢g, (Z) = a+bexp (Z —¢) et Z est une variable aléatoire distribuée selon une loi normale centrée
et réduite. Contrairement au systeme Sy, le systeme S, ne permet que la reproduction des trois
premiers moments non-centrés de la variance conditionnelle future en plus d’étre borné a un mini-

mum défini par le parametre a.

Si les parametres du vecteur s, = [a b ¢ d]T sont fixés de telle sorte que les trois premiers
moments de la variable aléatoire Y sont équivalents a ceux de la variance conditionnelle future
hits, la valeur d’'une option d’achat européenne dont le prix d’exercice est K et I’échéance est de s

périodes peut étre approximée par ’expression suivante :

_K>

_1_

+e "¢ ((K —a)N (V) — be 24

1

Cs, (K,s30s,) = e (a+be 2%

alo

alo

)

ou v = ngl(K ). De plus, le niveau d’un contrat & terme portant sur la variance conditionnelle

future hyy s est donné par :

1

Fs,(si0s,) = a-+be 22 1 (16)

De facon similaire a I’approximation analytique basée sur le systeme Sy, l'effet du niveau ini-

tial de la variance conditionnelle future est reflété par le vecteur fg,. La section C.2 comprend
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les développements permettant d’obtenir ’approximation analytique (15) alors que I’équation per-
mettant de fixer la valeur d’un contrat a terme (16) découle des résultats dérivés dans la section

B.2.

4.2 Développement en série de Edgeworth généralisé
4.2.1 Approximation basée sur la distribution lognormale

La premiere approximation analytique basée sur un développement en série de Edgeworth
généralisé remplace, dans l'expression caractérisant la valeur d’une option d’achat européenne,
la fonction de densité de la variable aléatoire sous-jacente par une approximation obtenue via un
développement en série de Edgeworth généralisé autour d’une fonction de densité lognormale ca-

ractérisée par le vecteur de parametres 07, = [a 3]

En notant la fonction de densité lognormale utilisée dans le développement en série par fr et

en posant p; = EtQ [hff +s}, on retrouve

1 -1 (o —a)?
fL(y) = \/TTWe 262( g(y) ) , (17)

ou

a = 210g(u1)—%10g(u2)7
B = log(ua) —2log ().

En utilisant un développement en série de Edgeworth généralisé basé sur fr, la valeur d’une
option d’achat européenne dont le prix d’exercice est K et I’échéance est de s périodes est donnée

par I’expression suivante :

€_TS(I£3 — I~€3) de(K)
3! dy

2
Cry(osity) = o7 (& Ny~ KNG ) -

e " (ky — Fa) d° fr.(K)
4! dy?

_l’_

&y — log(1/K) + «
= —ﬁ ,

di = do+p,
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2
Ry = eBot?)(ef — 12 1 2),

Ry = 6(4a+2ﬁ2)(662 — 1)2(6452 + 2630 4 36207 — 6),
K3 = 24§ — 3ups + ps3,
Ka = —6ui +12pipe — 3pb — A ps + pa

De plus, le niveau d’un contrat a terme portant sur la variance conditionnelle future h;4 s est

82 . . .
donné par Fg, (s;0) = e*t 2. Le développement de I’approximation analytique reposant sur le
développement en série de Edgeworth généralisé basée sur une distribution lognormale (18) est
présenté a la section E.1 et I’équation permettant de fixer la valeur d’un contrat a terme découle

des résultats dérivés dans la section D.2.

4.2.2 Approximation basée sur le systeme Sy,

Cette seconde approximation analytique basée sur un développement en série de Edgeworth
généralisé utilise la fonction de densité associée au systeme S, des fonctions de densité de Johnson
caractérisée par le vecteur de parameétres g, = [a b ¢ d]. La fonction de densité découlant du

systeme Sy, est données par :

fa) = —on(v510) (19)

ou n(e) correspond & la fonction de densité d’une distribution normale centrée et réduite et la

fonction g, est définie par ’équation (14).

En utilisant un développement en série de Edgeworth généralisé basé sur fg,, la valeur d’une
option d’achat européenne dont le prix d’exercice est K et I’échéance est de s périodes est donnée

par I’expression suivante :

€_T8(1€4 — 1%4) d2st (K)
4! dy?

Cette approximation analytique permet d’ajuster la valeur de I'option d’achat en fonction de la

CESL(K’S;HSL) = CSL(KuSQGSL)‘F

(20)

différence entre le quatrieme moment de la variable aléatoire sous-jacente a I'option et celui re-
produit par le systeme Sy. Puisque seul l'effet du quatrieme moment distingue les approximations
présentées aux équations (15) et (20) et que le niveau d’un contrat & terme ne dépend que du
premier moment, I’équation (16) permet de déterminer le niveau d’un contrat & terme portant sur
hiys. Les détails de 'approximation (20) sont présentés a I'appendice D.3 alors que la dérivation

de la fonction de densité (19) est faite a la section B.2.
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5 Etude numérique

Cette section présente une analyse numérique comparative de la performance des quatre ap-
proximations analytiques développées. En premier lieu, la capacité de reproduction de certaines ca-
ractéristiques de la distribution de la variance conditionnelle future sera étudiée pour le développement
en série de Edgeworth basé sur la distribution lognormale et le systeme Sy, ainsi que pour les deux
fonctions de densité de Johnson. La seconde partie de cette analyse numérique, centrée sur I'ap-
proximation analytique retenue, permettra d’en évaluer la validité sous diverses conditions et dans
le contexte particulier de la tarification d’une option d’achat européenne portant sur la variance du

rendement de I’indice boursier S&P500.

Les tableaux 1 a 5 présentés en appendice contiennent des résultats pour deux ensembles de
parametres du modele NGARCH : {f, = 0.00001, 5 = 0.70, B2 = 0.10, 8 + A = 0.50} et
{Bo = 0.00001, 1 = 0.70, B2 = 0.15, 6 + X = 0.35}. Ces parametres correspondent respectivement
a une dynamique de faible persistance ou {v; = 0.825, vy = 0.711, v3 = 0.650, vy = 0.644} et a
une dynamique de forte persistance ou {v; = 0.868, vo = 0.810, v3 = 0.838, vy = 0.996}. Les coef-
ficients vy, définis par I’équation (8), sont liés a la convergence des moments non-centrés vers une
valeur stationnaire finie et le respect des conditions v, < 1, k=1, ... , 4 assure une dynamique
non-explosive des quatre premiers moments de hy;s. Les tableaux 1 et 2 permettent de valider les
expressions analytiques développées pour les quatre premiers moments non-centrés de la variance
conditionnelle future pour divers horizons (10, 30, 90 et 270 jours) ainsi que pour trois niveaux de
départ de la variance conditionnelle h;, 1 correspondant & 0.80 E%[h], 1.00 E?[h] et 1.20 EQ[h] o1

EQIh] représente le niveau stationnaire de la variance conditionnelle.

5.1 Reproduction des caractéristiques de la distribution de A,

La qualité des approximations analytiques proposées repose sur la capacité de reproduire la dis-
tribution de la variance conditionnelle future & partir des moments non-centrés d’ordre entier. Par
construction, le systeme Sy des fonctions de densité de Johnson ainsi que le développement en série
de Edgeworth généralisé basé sur le systeme Sy permettent la reproduction des quatre premiers
moments de hy4s. De fagon générale, un développement en série de Edgeworth généralisé permet

de reproduire exactement un moment de plus que le nombre de moments reproduits par la fonction
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de densité utilisée dans le développement. Le systeme Sy, et, conséquemment, le développement en
série de Edgeworth basé sur une distribution lognormale ne permettent que la reproduction des
trois premiers moments. Le tableau 3 permet de comparer la valeur des troisiemes et quatriemes
moments non-centrés de la variance conditionnelle future aux valeurs obtenues par les quatre ap-
proximations pour divers horizons (10, 30, 90 et 270 jours) ainsi que pour trois niveaux de départ
de la variance conditionnelle hs1; correspondant & 0.80 E9[h], 1.00 EQ[A] et 1.20 E?[h] ot EX[h]
représente le niveau stationnaire de la variance conditionnelle. Outre pour la combinaison d’une
dynamique de forte persistance et de longues échéances, l'erreur de reproduction du quatrieme
moment pour le systeme St et le développement en série de Edgeworth basé sur une distribution
lognormale est généralement faible et, tel qu’attendu, les quatre approximations permettent la re-

production du troisieme moment.

Les figures 1 a 4 permettent de comparer la forme des fonctions de densité et de répartition
obtenues par les quatre approximations a une estimation obtenue par une simulation Monte-Carlo.
Les figures 1 et 2 sont associés au premier ensemble de parametres décris précédemment, alors que
les figures 3 et 4 sont associés au deuxieme ensemble de parametres. Ces figures permettent de
constater que les systemes Sy, et Sy reproduisent mieux la forme des fonctions de densité et de
répartition de hyys dans un contexte de faible persistance. Malgré I'inaptitude du systeme Sy, a
reproduire le quatrieme moment de hyys, ce dernier permet une meilleure reproduction de la borne

inférieure de la distribution et, contrairement au systeme Sy, n’admet pas de valeurs négatives.

De plus, 'analyse a également permit de constater que les fonctions obtenues par un développement
en série de Edgeworth généralisé ne sont pas strictement positives et sont tres instables. Ce constat
est expliqué par 'ampleur des termes de corrections a apporter qui sont d’un ordre de grandeur
supérieur aux valeurs de la fonction de densité approximative. Pour ces raisons, les fonctions de
densité et de répartition associées aux approximations obtenues par un développement en série de

Edgeworth généralisé ne sont pas présentées.

5.2 Validation dans un contexte de faible et forte persistence

Cette section met ’emphase sur les résultats de tarification obtenus pour les deux ensembles
de parametres définis précédemment. Les tableaux 4 et 5 présentent la valeur d’une option d’achat

européenne portant sur la variance conditionnelle future pour les approximations analytiques basées
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sur le développement en série de Edgeworth, sur le systeme Sy des fonctions de densité de Johnson,
sur le systeme S, ainsi que la valeur obtenue via une simulation Monte-Carlo de 500 000 trajectoires.
Pour chacun des deux ensembles de parametres, on considere des options d’achat dont 1’échéance
est de 10, 30, 90 et 270 jours, le niveau initial de la variance conditionnelle fixé a 0.80 EQ[h],
1.00 ER[h] et 1.20 E[h] et le prix d’exercice correspondant & 0.75 hy1, 1.00 hyyq et 1.25 hyyq.
Dans les exemples présentés, le taux d’intérét sans risque annuel est fixé & 5%. On observe que
I’approximation analytique Sy, reproduit plus fidelement la valeur d’une option d’achat européenne
portant sur la variance conditionnelle future que les approximations basées sur le développement
en série de Edgeworth et sur le systeme Sy des fonctions de densité de Johnson. De plus, pour les
deux approximations basées sur un développement en série de Edgeworth généralisé, I'instabilité
observée dans la reproduction de la distribution est transmise dans la valeur des options, menant

meéme a des valeurs négatives.

Puisque sous la mesure neutre au risque, le niveau d’un contrat a terme est défini par la valeur
espérée de la variable aléatoire sous-jacente et que chacune des approximations proposées permet
la reproduction du premier moment de la variance conditionnelle future, les quatre approximations

analytiques permettent une reproduction exacte de la valeur du contrat a terme.

L’analyse des résultats permet d’exclure les approximations analytiques construites a partir d’un
développement en série de Edgeworth généralisé. La comparaison entre les approximations basées
sur les systemes Sy et St indique également que I'approximation analytique basée sur le systéeme
S, offre un plus haut degré de précision et demeure plus fiable lorsque la dynamique de la variance
conditionnelle dénote un fort niveau de persistance. Cependant, fréquemment la valeur obtenue par
I’approximation analytique Sy, tout comme pour les autres approximations, est significativement
différente de 'estimé Monte-Carlo. Afin de préciser la nature de cette erreur de reproduction, la

section suivante présente une analyse effectuée dans un cadre stochastique.

5.3 Validation dans un cadre stochastique

Les résultats proposés dans les sections précédentes sont limités a deux ensembles de parametres
et quelques spécifications d’option. Bien que ces résultats permettent de déterminer que I'approxi-
mation Sy, offre la plus grande précision parmi les approximations analytiques développées, un

cadre de validation plus général est nécessaire afin d’obtenir un portrait global de la performance
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de 'approximation Sy,. Pour ce faire, un cadre de validation stochastique similaire & celui proposé
par Broadie & Detemple (1996) et reprit par Duan Gauthier & Simonato (1999) sera développé
en simulant, a partir de distributions spécifiées a priori, des parametres du processus NGARCH et

caractéristiques de 'option d’achat a évaluer.

L’échéance de l'option d’achat, exprimée en années, est obtenue par T" ~ U(0.1,1) avec une
probabilité de 0.75 et T" ~ U(1,3) avec une probabilité de 0.25. Le ratio du prix d’exercice de
'option par rapport au niveau stationnaire de la variance conditionnelle K/EQ[h] ~ U(0.75,1.25)
et le taux d’intérét sans risque r ~ U(0,0.10). Le ratio du niveau initial de la variance condition-
nelle par rapport & son niveau stationnaire, hyy1/E%[h] ~ U(0.50,0.90) avec une probabilité de
0.10, hy11/E9[h] ~ U(0.90,1.10) avec une probabilité de 0.80 et h;.1/E?[h] ~ U(1.10,2) avec une
probabilité de 0.10.

Les parametres du processus NGARCH sont également générés a partir de distributions uni-
formes : By ~ U(0,0.0001), 5y ~ U(0,1), B ~ U(0,1) et 8 + A ~ U(0,1). La contrainte u; <
1, k=1, ..., 4 est imposée afin de respecter les conditions de stationnarité des moments. Lors
de la génération d’'un ensemble de parametres, si la contrainte n’est pas respectée, la procédure de

simulation est reprise jusqu’a ce que ’ensemble de parametres vérifie les conditions.

Le critére permettant d’évaluer la performance de I'approximation analytique S, est le Root
Mean Square Error (RMSE) et 'erreur d’évaluation (¢;) du scénario i est donnée par :

o Csp(i) — Cpel()
' Cuco(i) '

(21)

Le nombre de scénarios considérés est n = 1000 pour lesquels la valeur obtenue par 'approxi-
mation Sz, (Cgr) et comparée a la valeur obtenue par une simulation Monte-Carlo (Chrc) basée
sur 1 000 000 de trajectoires. Les options pour lesquelles Cpre < 0.005E%[h] ont été retirées de
I’échantillon afin d’éviter la présence d’erreurs relatives élevées expliquées par une valeur d’option

trés faible se retrouvant au dénominateur dans I’équation (21).
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La figure 5 présente un histogramme des erreurs relatives d’évaluation. Ces dernieres excedent
rarement 0.06 et la valeur globale du RMSE est de 0.03. L’erreur relative d’évaluation est peu
sensible au niveau du taux d’intérét sans risque et a I’échéance de 'option. Cependant, le RMSE des
options d’achat dont le prix d’exercice est supérieur a 1.10h;41 et dont au moins un des coefficients
we < 0.10, k=1, ..., 4 est 0.081. Dans ce cas, la valeur élevée du RMSE s’explique par la faible
valeur de I'option provenant d’une part par le niveau de hors-jeu et d’autre part, par une tres faible

variabilité de la variance conditionnelle future. En excluant ces observations, le RMSE est de 0.02.

5.4 Validation pour les parameétres estimés de 1’indice S&P500

Cette section analyse les résultats de tarification d’une option d’achat européenne pour un en-
semble de parametres associé a une dynamique explosive des moments de la variance conditionnelle.
Ces parametres sont obtenus par ’estimation du processus NGARCH, sous la mesure physique, a
partir des rendements excédentaires quotidiens de I'indice boursier S&P500 du 1 janvier 1992 au 31
décembre 2001. Une description des données utilisées est présentée a la section 6.1. Le rendement
excédentaire est défini comme étant le rendement logarithmique auquel on soustrait le taux sans
risque périodique. Le tableau 7 présente les estimations ainsi que 1’écart-type des estimés alors
que le tableau 8 présente la valeur des constantes critiques associées aux parametres estimés. Les
coefficients 9, v3 et v4 sont supérieurs a 1 ce qui implique que les moments d’ordre deux, trois et

quatre de la variance conditionnelle ont une dynamique explosive avec I’échéance considérée.

Le tableau 6 présente, pour diverses échéances, prix d’exercices et niveaux de départ de la
variance conditionnelle la valeur d’une option d’achat européenne obtenue par les approximations
analytiques et par simulation Monte-Carlo. Les résultats indiquent que pour de courtes échéances
I'approximation Sy, offre un niveau de précision satisfaisant alors que plus I’échéance de ’option
augmente, plus la qualité de 'approximation est réduite. Au dela de 90 jours, le résultat obtenu
par ’approximation analytique n’est plus d’'un méme ordre de grandeur que la valeur estimée par
simulation Monte-Carlo. Ainsi, lorsque la dynamique d’un des moments de la variance conditionnelle
future est explosive, la qualité de ’approximation analytique S, est satisfaisante pour des options

de courtes échéances, mais grandement limitée lorsque 1’échéance de 'option augmente.
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6 Exemple d’application

Cette section présente deux applications de produits dérivés de variance; soit un contrat a
terme portant sur la variance du rendement de I'indice S&P TSX et une option d’achat européenne
portant sur la variance du rendement de la devise CAD-USD. Une attention particuliere est portée
au cas de I'option d’achat européenne via une analyse de la sensibilité du prix a différents facteurs.
L’approximation analytique utilisée dans ces exemples et celle basée sur le systeme Sy, des fonctions

de densité de Johnson.

6.1 Description des données

Afin d’évaluer les deux produits dérivés de variance proposés dans cette section et d’observer
la dynamique des moments non-centrés de la variance conditionnelle pour différentes variables
financieres, des observations sont recueillies pour les indices boursiers S&P500 et S&P TSX, les
devises CAD-USD et USD-EUR ainsi que le cours au comptant du baril de pétrole (WTI Crude).
Le taux des titres du marché monétaire émis par le gouvernement et d’échéance de trois mois sont
utilisés comme approximation du taux sans risque. Les données sont recueillies quotidiennement
sur la période du 1 janvier 1992 au 31 décembre 2001 sauf dans le cas de la devise USD-EUR pour

laquelle les données sont disponibles a partir du 31 décembre 1998.

6.2 Estimation des parameétres du processus NGARCH

Les parametres du processus NGARCH sous la mesure réelle (P) sont estimés en maximisant
le logarithme de la fonction de vraisemblance de la série de rendements. Le développement de la

fonction de vraisemblance est présenté a I'appendice F.

Le tableau 7 présente les parametres estimés ainsi que ’écart-type de I'estimation, alors que le
tableau 8 contient les constantes critiques définies par ’équation (8) et permettant de vérifier si la
dynamique des quatre premiers moments non-centrés de la variance conditionnelle est stationnaire.
Les estimations impliquent une dynamique explosive des moments d’ordre deux trois et quatre de
la variance des deux indices boursiers et d’ordre trois et quatre de la variance du cours au comptant

du pétrole. Pour ces trois cas, les réserves posées a la section 5.4 doivent s’appliquer.
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6.3 Contrat a terme sur la variance du rendement de 1’indice S&P TSX

Le premier exemple étudié est un contrat a terme portant sur la variance du rendement de
I'indice S&P TSX. En modélisant 1’évolution de la variance par le processus NGARCH définit a
Péquation (2), le niveau a terme de la variance sera établit selon I'approximation analytique (16).

La fonction de gains et pertes a échéance du contrat a terme est
GPr = 252N [hyys — Fipysl (22)

ou N représente le montant notionel, hy;s le niveau de la variance conditionnelle & échéance du
contrat, s 1’échéance et F} ;s le niveau a terme de la variance établit en ¢, lors de l'initiation du
contrat & terme. Le processus NGARCH étant estimé a partir de données quotidiennes, on utilise

un facteur d’annualisation fixé a 252 pour le passage a une mesure annuelle de la variance.

Les estimations obtenues pour 'indice S&P TSX {fy = 9.94e—7, (1 = 0.8968, (2 = 0.0782, O+
A = —0.4901}, I’échéance du contrat a terme et le niveau initial de la variance conditionnelle sont
nécessaires afin de déterminer les quatre premiers moments analytiques de la variance condition-
nelle. L’échéance est fixée a 90 jours, le montant notionel N = 100 000$ et, pour les fins de cet
exemple, la valeur initiale de la variance conditionnelle (h;y1) est fixée a son niveau stationnaire
E@ [h]. L’application de I’approximation analytique basée sur le systeme Sy adaptée au cas d’'un
contrat a terme (16) permet de poser Fyy1g9 = 1.5932¢ — 4. Si & I’échéance du contrat a terme,
hi+90 > Fii190, le détenteur recevra la différence entre ces deux quantités ajustée par le facteur
d’annualisation et le montant notionel. Si au contraire, hi190 < Fy 490, le détenteur du contrat a

terme devra débourser le montant déterminé par I’équation (22).

6.4 Option d’achat sur la variance du rendement de la devise CAD-USD

Le deuxieme cas de figure traité est une option d’achat européenne dont la variable aléatoire
sous-jacente est la variance du rendement de la devise CAD-USD. En modélisant ’évolution de la
variance par le processus NGARCH défini a I’équation (2), il sera possible de déterminer la valeur
de l'option d’achat par I’approximation analytique (15). La fonction de gains et pertes a échéance

de 'option, incluant la prime payée, est

GPc = 252N [hys— K|T = Cg, (23)
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ou N représente le montant notionel, hyy s le niveau de la variance conditionnelle a échéance du
contrat, s I’échéance, K le prix d’exercice de l'option et Cg, la prime payée lors de l'achat de

I'option en t.

Les estimations obtenues pour la devise CAD-USD {5y, = 1.36e — 7, (1 = 0.9431, (2 =
0.0374, 0+ X = 0.2992}, I’échéance de I'option et le niveau initial de la variance conditionnelle sont
nécessaires afin de déterminer les quatre premiers moments analytiques de la variance condition-
nelle. L’échéance est fixée a 252 jours, le montant notionel N = 1 000 000$ et, pour les fins de cet
exemple, la valeur initiale de la variance conditionnelle (h;y1) est fixée a son niveau stationnaire
E®[h)]. Le prix d’exercice de 'option (K), légerement en-jeu, est fixé & 0.95 hyy1 ce qui correspon-
dant a K = 7.9946e — 6. L’application de 'approximation analytique basée sur le systeme Sy, (15)
permet d’évaluer la valeur de 'option d’achat européenne, Cg, = 291.47$; ce montant inclut l'effet
du montant notionel et du facteur d’annualisation. Ainsi, si a I’échéance de 'option, htyo50 > K, le
détenteur recevra la différence entre ces deux quantités ajustée par le facteur d’annualisation et le
montant notionel. Si au contraire, hyyo50 < K, le détenteur de 'option ne regoit rien et subit donc

une perte équivalente a la valeur payée pour 'option.

6.5 Analyse de sensibilité

Cette section utilise le cas d’une option d’achat portant sur la variance du rendement de la
devise USD-EUR afin d’étudier la sensibilité de la valeur d’une option d’achat européenne a divers
facteurs tels que ’échéance et le niveau initial de la variance conditionnelle. Le tableau 7 présente

les parametres estimés du processus NGARCH sous la mesure physique pour la devise USD-EUR.

La figure 6 présente la valeur d’une option d’achat européenne dont le prix d’exercice est fixé
au niveau stationnaire de la variance pour différentes valeurs initiales de la variance conditionnelle
(h¢+1) et pour des échéances de 10, 30 et 90 jours. De fagon similaire & une option portant sur le
niveau de l'actif risqué, la valeur de 'option augmente avec le niveau initial de la variable sous-
jacente. Cependant, on constate qu’a partir d’un certain niveau, les options de courtes échéances
ont une valeur supérieure aux options d’échéances plus longues. Cette caractéristique, contraire a
ce qui est généralement observé, provient de la dynamique de retour vers la moyenne de la variance
conditionnelle. Lorsque le niveau de la variance est faible, la probabilité que ce dernier revienne vers

le niveau moyen augmente avec 1’échéance et pour cette raison, les options de longues échéances
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ont une valeur supérieure aux options de courtes échéances. A l'inverse, si le niveau initial de la
variance conditionnelle est élevé, la probabilité d’un retour vers le niveau stationnaire augmente
avec ’horizon considéré. Par conséquent, pour des niveaux de variance élevé, les options de courtes

échéances ont une valeur supérieure aux options de plus longues échéances.

La figure 7 présente la valeur d’une option d’achat européenne dont le prix d’exercice est fixé
4 E9[h] pour différentes échéances et pour des niveaux courant de la variance conditionnelle fixés
4 0.80 E9[h], 1.00 EQ[h] et 1.20 E9[h]. Cette figure permet de confirmer la présence d’une valeur
temps négative lorsque le niveau initial de la variance conditionnelle est élevé. Lorsque I’échéance
augmente, la valeur des trois options converge vers la méme quantité ce qui dénote que 'impact
du niveau initial de la variance diminue avec 1’échéance de 'option; une autre conséquence de la
dynamique de retour vers la moyenne de la variance conditionnelle. Eventuellement, le niveau de

départ n’a plus d’effet et peu importe h;11, la valeur de 'option d’achat est la méme.
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7 Généralisation de la méthodologie a d’autres modeles GARCH

La méthodologie proposée dans le cadre de ce mémoire peut étre appliquée a tout autre modele
de la famille GARCH permettant identification via des expressions analytiques des quatre pre-
miers moments non-centrés de la variance conditionnelle future ou du rendement, dans le cas d’un
titre contingent portant sur le niveau de I'actif risqué. Les approximations analytiques développées
peuvent s’appliquer directement au cas du modele GARCH symétrique de Bollerslev (1986) puisque,
sous la mesure neutre au risque (@), la dynamique de la variance conditionnelle devient celle du

modele NGARCH dont le parametre 6 est nul.

Outre le processus NGARCH utilisé dans ce mémoire, deux exemples de modeles GARCH
asymétriques sont les modeles GJR-GARCH de Glosten, Jagannathan & Runkle (1993) ainsi que
le modele EGARCH de Nelson (1991). Afin d’utiliser ces deux modeles pour la tarification de
produits dérivés portant sur la variance conditionnelle future, il est nécessaire d’identifier les ex-
pressions analytiques des quatre premiers moments non-centrés de hy, s ; ces développements sont

présentés dans Sasseville (2002).

L’extension de la méthodologie au cas du modele EGARCH permet également la tarification
de titres contingent européens portant sur la volatilité conditionnelle future étant donné que les
expressions analytiques permettent d’évaluer les moments non-centrés d’ordre fractionnaires de la

variance conditionnelle future et, par conséquent, ceux de la volatilité conditionnelle future.
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8 Conclusion

Ce mémoire propose deux classes d’approximations analytiques permettant la tarification d’une
option d’achat européenne portant sur la variance dans le contexte du modele de marché NGARCH.
Parmi les approximations analytiques proposées, celle basée sur le systéme lognormal des fonctions
de densité de Johnson permet d’obtenir les meilleurs résultats. L’erreur d’approximation, outre
pour certains cas particuliers, est généralement faible. Les produits dérivés de variance n’étant pas
transigés sur les marchés organisés, il est impossible de valider les résultats obtenus a partir de prix

observés.

Les travaux de Duan, Gauthier & Simonato (1999) ainsi que de Sasseville (2002) utilisent
une approximation analytique basée sur un développement en série de Edgeworth généralisé pour
évaluer une option d’achat européenne portant sur le niveau de ’actif risqué dans le contexte d’un
modele de marché GARCH. Une application directe de la méthodologie proposée dans ce mémoire
consisterait a évaluer la performance numérique obtenue dans ce contexte par une approximation
analytique basée sur les fonctions de densité de Johnson. Cette derniere s’est avérée une alternative
plus performante que l'approximation analytique basée sur un développement en série de Edge-

worth généralisé dans le cas d’une option d’achat européenne portant sur la variance.

La méthodologie proposée peut facilement étre adaptée a d’autres modeles GARCH et généralisée
au cas d’options européennes portant sur la volatilité avec le processus EGARCH. Trois avenues non
explorées dans le cadre de ce mémoire, mais dignes d’intérét sont le développement d’une stratégie
de réplication a ’aide d’instruments transigés et I’ajustement des approximations analytiques pour

une option dont le type d’exercice est américain et une option asiatique.
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A Expressions reliées a la variance conditionnelle future

Cette section développe les diverses expressions reliées a la variance conditionnelle future, définie

par hyys ot t > 0 dénote I'instant présent et s > 0 le nombre de périodes futures considérées.

A.1 Expression de h;

Lemme 1 Sous Q, la variance conditionnelle du rendement d’un actif risqué a la période t+ s est

caractérisée par la forme récursive suivante :

s—1 s—1 1
hivs = Bo+he [[Veri+ 60> [ Verss (24)
=0 i=1 j=1
ou
Yiei = B+ Boleri — (0+X)%i>0. (25)

De plus, la variable Y;;; et indépendante de hy4; pour tout i > j.

Preuve 1

Sous la mesure Q, la dynamique du processus NGARCH est la suivante,

hivs = Bo+ Brhirs—1+ Bohuys—1(erraa1 — (04 ). (26)
En posant
Yiei = B+ Baleti — (04 2)%i >0, (27)
nous trouvons
hivs = Bo~+ htys—1Yeps—1- (28)

L’équation (24) caractérisant la variance conditionnelle future est obtenue via I’application récursive
de I’équation (28). L’indépendance entre Y;4; et hyyj, @ > j provient du fait que h;y; est Fyqi—1-

mesurable et que €.y; est indépendante de Fi4;—1. W

A.2 Moments non-centrés d’ordre entier de h;

Les expressions permettant d’établir le lien entre les moments non-centrés de la variance condi-
tionnelle sont développées ci-dessous. L’application récursive de ces expressions permet d’évaluer

analytiquement tout moment EtQ [hf"s] ot n est un nombre entier et positif.

32



A.2.1 Expression de E? [ t+s]

Lemme 2

B ) = 3 () oS ] )
k=0
v = EQIYA) (30)
L’expression caractérisant vy est présenté a ’équation (31).
Preuve 2

Le développement suivant reprend la définition de hyis posée a ’équation (28) en l’élevant a la
puissance n et en développant ’espérance conditionnelle sous la mesure (). Pour ce faire, la propriété
d’indépendance entre hy s et Y5 proposée au lemme 1 est utilisée. Egalement, puisque pour tout

s > 0, la variable Y;; ¢ est indépendante de F;, nous posons vy = EtQ [}Q’is], s> 0.

EZ (W] = EP[(Bo+ hers—1Yiss—1)"]

Z (:) n_k(ht+s—1}/t+s—1)k

= EP

I
M:

n
k) BurE? [(htgs—1Ye4s—1)F]

~
Il
<

I
=
11
(e}
ol

(

") syt EQ (M yama] B [V o]
(+)

(

M=

n n
k:) kEtQ t+9 1} vi. B

ES
Il
o

A.2.2 Expression de v, = EtQ (V]

Lemme 3

k
Vg = t+s Z( )fﬁ“ Jﬁz’b (31)

J=0

n = B [(ess — (04+N)Y]. (32)

L’expression caractérisant 7); est présenté a I’équation (33).
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Preuve 3

Ce développement présente I'expression caractérisant vg. Puisque pour tout s > 0, la variable €4

est indépendante de F;, nous posons 7; = EP(e145 — (0+X)%], s > 0.

EZ VR = EP[(Bi+ Balerrs — (0+N)HF]

k
= B Z (f) By I B erys — (0+A)¥

k
J

- >

=0

(
- i()ﬁf g,

=0

)ﬂf 6B (s — (04 A)%]

BN

<.

A.2.3 Expression de n; = EtQ[(eHS — (0 + \)¥]

Lemme 4

J
21
n o= EP [(ers— 0+ XN)] =) < > (04 1)20-0 (2”), (33)
=0
Preuve 4

27

> (%) dbeatoto 22" ]

=

EtQ [(€t+s —(0+ )\))2]] = EtQ

I
M“

z) 0+ X))V VER [ ]

1=0
J
p (2D)!
= > ( O+ N0 .
1=0
Q (2
Le prochain lemme permet d’établir £} [et +s] = 7
A.2.4 Expression de EtQ [€t+s]
Lemme 5
2n)!
Bz = 2 4
7 = o (34)

ot Z est distribuée selon une loi normale centrée et réduite.
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Preuve 5

> ]. 22
E[Z*"] = / Tﬁe*TzZ"dz

2 (oo}
= — e
\/27T/o

Le passage suivant repose sur le changement de variable ¢t = % qui implique z = V2t et dz = ﬁdt.

2
—Z2_
T 22",

Par définition de la fonction gamma, on observe I'(x) = fooo t*~le=odt.

E[Z?"] = \/22?/0006_’5(215)”\/1%&

on o0

= e T dt
v Jo
2n 1

- Zr -).
7 (+3)

Le dernier passage utilise les deux propriétés suivantes de la fonction gamma : I'(n) = (n—1)['(n—1)

pour n entier et positif et I' (%) =./7.

E[Z*] = 271579) f[ <z — ;)

A.3 Conditions assurant la convergence des moments non-centrés de h;

Lemme 6 Afin d’assurer que les n premiers moments entiers de la variance conditionnelle sous
la mesure (Q n’explosent pas et qu’ils convergent vers une valeur stationnaire finie lorsque s — oo,

les paramétres du modéle NGARCH doivent vérifier les conditions suivantes :

<1, k=1, ..., n. (35)
Preuve 6

L’équation (29) peut étre réexprimée comme suit :

n—1

B i) =B ] = 3 () ER ) e @0)
k=0

Si les n premiers moments de hyy ¢ sont stationnaires, on doit retrouver la relation limg_, o EtQ[ sl =
EQ[h"] ott E®[h"] est le moment stationnaire d’ordre n. Afin de respecter I’hypotheése de station-

narité des moments non-centrés de hy, s, lorsque s — oo, 1’égalité suivante doit étre respectée :
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n—1 m\ on—k pQryk v
Zkzo (k)lﬁi V E [h ] k. (37)

EC[h"]
EQ[h"] est un nombre positif réel fini si et seulement si v, < 1 et E¢[h¥] est fini pour k =

1, ..., n—1.

Cette condition récursive implique que pour assurer la convergence vers une valeur stationnaire
finie des n premiers moments de hs s sous la mesure @), les parametres du modele NGARCH doivent

vérifier v, < 1, k=1, ... , n ou v est défini par ’équation (31). W

A.4 Expression des moments non-centrés de h;,; sous forme matricielle

Lemme 7 Les moments de la variance conditionnelle future hyy s obtenus par Uapplication récursive

des équations (29) a (33) sont équivalents au vecteur Viig obtenu par le systéme matriciel suivant :

s—1
Vies = B+ MBS+ MV, (38)
=1
o
ER [y Bo
EP [h7s )] 5
Vigj= | BE[W,) | B=| 88 |50 (39)
| B[] | B |
et
M - [mle Z?] = 17 , (40)
0 sii<j )
Mij = i—j (i :
o 7 (5)uy  sinon.
Preuve 7

En utilisant les vecteurs 3, Vi et la matrice M tels que définis par les équations (39) a (41), on

peut reprendre les équations (29) & (33) par ’équation suivante
Vis1 = B+ MV, (42)

L’application récursive de I’équation (42) permet de retrouver le résultat suivant :

s—1
Vees = B+Y_ MG+MV,. B
i=1
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B Expressions reliées aux fonctions de densité de Johnson

Les trois fonctions de densité proposées par Johnson (1949) sont caractérisées par quatre pa-
rametres. Il est possible de fixer la valeur de ces parametres de telle sorte que les moments de la
variable obtenue par les fonctions de densité de Johnson égalent des valeurs cibles. Les sections
suivantes développent les expressions de tout moment non-centré d’ordre n entier et positif d’une
variable Y dont la distribution est de type Sy et Sp. Ces expressions serviront dans la procédure
d’optimisation permettant de déterminer la valeur des parametres a, b, ¢ et d afin de reproduire les

moments de la variance conditionnelle future (hyys).

B.1 Systeme non-borné Sy

Le systéme non-borné (Sy) est caractérisé par la transformation non-linéaire suivante :

Y = ¢s,(2) (43)

ou g, (Z) = a+bsinh (Z ;C) et Z est une variable aléatoire distribuée selon une loi normale centrée

et réduite.

B.1.1 Fonction de densité du systéme Sy

Lemme 8 La fonction de densité associée au systéme Sy correspond a :
1 d
fsolw) = n(ug) () ———— (44)
b1+ (45%)

ot n(e) correspond a la fonction de densité d’une distribution normale centrée et réduite.

Preuve 8

Soit Fg,,, la fonction de répartition associée a la variable Y = 1)g,,(Z) ot Z est distribuée selon une
loi normale centrée et réduite. Puisque la transformation g, est une fonction croissante, si b > 0

et d > 0, et inversible, on peut poser

Fs,(y) = P[Y <y
= Pls, (Z2) <y
= P[Z <45 )]
= N (Vs ()
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ot N(e) correspond a la fonction de répartition d’une distribution normale centrée et réduite. Par

conséquent,
foolt) = 5Fsolw)
- N (5 W)
= n(v5 W) CZ/%& )
S (0 P —

by/1+ (452)

Afin d’assurer la positivité de fg,, les parametres b et d doivent étres de méme signe.

B.1.2 Moments non-centrés du systéme Sy

Lemme 9
7 _ n n _1 n—k ,n—k . . 4 it
E [(a—f—bsinh( = C)) ] = Z(er)ic(;;)akbn_k Z (n ‘ k)ed(n—k—w)e(gd?). (45)
k=0 j=0 J
Preuve 9

B —l—b'hZiC " _Ezn:n kb,hZ—c n=k
a sin yi = i a sin 7
k=0
Z—c\"F
inh
(25"
—c —(z—c)\N—k
I —
n—k
(=)™ k m\ ok n—k iZ—e) _ (nk—j)(Z=c)
2"7_16 k a b . j E |:€ d d

n n—k b2
= G (R (1 e
=0

alo

B.2 Systeme lognormale S

Le systéme lognormale (Sg) est caractérisé par la transformation non-linéaire suivante :

YV = ¢5,(2) (46)

ou¢g, (Z) = a+bexp (Z ;C) et Z est une variable aléatoire distribuée selon une loi normale centrée

et réduite.
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B.2.1 Fonction de densité du systéme Sp,

Lemme 10 La fonction de densité associée au systeme Sy, et correspond a :

fo ) = —on(u5!W) (47)

ot n(e) correspond & la fonction de densité d’une distribution normale centrée et réduite et g, la

transformation décrite o l’équation (46).
Preuve 10

Soit Fyg,, la fonction de répartition associée & une variable Y = 95, (Z) ou Z est distribuée selon
une loi normale centrée et réduite. Puisque la transformation g, est une fonction inversible, on

peut poser

FSL(y) = P[Y < y]
= Pls, (2) <y
= Plz<vs )]
= N (v5' W)
ou N(e) correspond a la fonction de répartition d’une distribution normale centrée et réduite. Par

conséquent,

fs (y) =

= n(v5 ) ijsj ()

= n(v5' W) ’

.
y—a

Afin d’assurer la positivité de fg,, le parametre d doit étre positif.
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B.2.2 Moments non-centrés du systéme Sp,

Lemme 11

Bl(asnel)'] = 3 (Jamoree e

k=0

Preuve 11

Bl(atseFN] = B
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C Approximations analytiques basées sur les fonctions de densité

de Johnson

C.1 Valeur d’une option d’achat européenne pour le systéeme Sy

Dans cette section, nous allons montrer que la valeur d’une option d’achat européenne, lorsque
la distribution de la variable sous-jacente a échéance peut étre approchée par le systeme Sy des

fonctions de densité de Johnson, est donnée par :
_ 1 Cc
Cs, (K,s;0y) = e ™ (a — be24? sinh (8) - K)
1
be~"*e2a2 c 1 —c 1
+ % (edN (Ii+d) —ea N <I€d>) +e (K —a)N(k) (49)

ou K est le prix d’exercice de 1'option, s I’échéance de I'option en nombre de périodes, N(e) la
fonction de répartition d'une distribution normale centrée et réduite, fy = [a b ¢ d]T le vecteur
de parametres permettant de reproduire les quatres premiers moments non-centrés de la variable

sous-jacente via la transformation décrite par I’équation (43) et k = wgg(K )

Lemme 12 FEn notant la fonction de densité associée au systéme Sy permettant de reproduire les

quatre premiers moments non-centrés de la variable sous-jacente au titre contingent par fs,, on

retrouve
1 c K
Coy (K,s:0y) = e (a—bew sinh (5) —K) — e / (y — K) fs,, (y)dy (50)
ou
K be @ " K z bed ® —r -z
| o-0fstmay = <25 [ aeel a5 [ a@ed e 6y
/n n(z)(ed —ed)dz = N(k)ed —emzN (n cll>’ (52)
f K 2z —K 1
[ n(z)(ed —ed)dz = N(k)ed —e2ZN (Ii+ d) (53)

Le développement présenté ci-dessous permet de poser de poser I’équation (50). La résolution
des trois intégrales impliquées dans cette équation est proposée dans les lemmes 13, 14 et 15. En

combinant ces résultats, on obtient la valeur d’une option d’achat européenne pour le systeme Sy

(49).
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Preuve 12

Coo (Kosity) = ¢ [ (= K)" fou )y
= o [T B fs iy
K
o) e’} K
= e’ /m yfsy (y)dy —e K /m fsy(y)dy —e™"* [W(y — K) fs, (y)dy
= ¢ (E[Y]-K)—¢ " [ i(y - K) s, (y)dy
= e (a — bens? sinh (g) . K) e /:(y — K)fs, (y)dy. W

L’espérance de la variable aléatoire Y, dont la distribution est déterminée par le systeme Sy des
fonctions de densité de Johnson est obtenue en utilisant 1’équation (45) qui permet de calculer
tout moment non-centré d’ordre n entier et positif d’'une variable obtenue par le systeme Sy. La
résolution de l'intégrale LKOO (y — K) fs, (y)dy est proposée ci-dessous.

C.1.1 Résolution de l’intégrale f_Koo(y - K)fs, (y)dy

Lemme 13

K %C K . . 65 K e .
[ w-miswi = -5 [ oa@ei s+ 2 [ n)e - eFs 6

— 00 — 00 — 00

ot n(e) est la fonction de densité d’une distribution normale centrée et réduite.

Preuve 13

Le premier passage de ce développement fait appel a l'intégration par partie. On utilise ensuite
la relation Y = 15, (Z) pour substituer fs, par la fonction de densité d’une distribution normale

centrée et réduite.

/ Z@ 0ty = =5 ([ fata) \Kw -/ i ([ ssutra)ay
—/_I; (/_: fsU(Z)dZ) dy
/I; (/f” v n(z)dz) dy.

Le changement de variable v = wg; (y), entrainant kK = 1/155 (K) et dy = & cosh(¥5¢)dv, permet de

poursuivre et compléter la démonstration.
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/K (y— K)fs, (y)dy = —/N </U n(z)dz> cosh(“;C)gdv

— 00 — 00

b K v e b K v Co—e
= _ﬁ/—oo _Oon(z)erzdv—ﬁ/_oo/_oon(z)e x )dzdv

bG_TC K K » beé K K —y
= [mn(z)/z eddvdz — 5 [mn(z)/z e dvdz

= —beT / n(z)(eg — ei)dz + be / n(z)(e%n - e%z)dz.

C.1.2 Résolution de Pintégrale [* n(z)(ed —ed)dz

Lemme 14
" £ z K _1_ 1
/ n(z)(ed —ed)dz = N(k)ed —emﬂN(/{—d)
ot N(e) est la fonction de répartition d’une distribution normale centrée et réduite.
Preuve 14

Afin de compléter ce développement, le changement de variable x = z — é est employé.

/H n(z)(ed —ed)dz = /N n(z)e%dzf/,i n(z)eddz

— 00 —0o0 —0o0

C.1.3 Résolution de I’intégrale ffoo n(z)(ed — e%z)dz

Lemme 15

Preuve 15

Afin de compléter ce développement, le changement de variable x = z + é est employé.
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. [rta 1\ -G

= N(n)eT—/ n(x—)e dx
o d

—k rtq 1 10,2

— N — ) gy
(k) -

- 1

= N(r)e™ —6$N<f<;+d) |

C.2 Valeur d’une option d’achat européenne pour le systéeme S;,

Dans cette section nous allons montrer que la valeur d’une option d’achat européenne, lorsque
la distribution de la variable sous-jacente a échéance peut étre approchée par le systeme Sy, des

fonctions de densité de Johnson, est donnée par :

Cs, (K, s0y) = e (a+be(ﬁr%>—f()+e*” ((K—a)N(ﬁ)—be(mlﬂg)N<19—Cll)> (56)

ou K est le prix d’exercice de 1'option, s I’échéance de I'option en nombre de périodes, N(e) la
fonction de répartition d’une distribution normale centrée et réduite, fy = [a b ¢ d|T le vecteur de
parametres permettant de reproduire les trois premiers moments non-centrés de la variable sous-

jacente via la transformation décrite par ’équation (46) et ¥ = ngl (K).

Lemme 16 En notant la fonction de densité associée au systéme Sy et permettant de reproduire

les trois premiers moments non-centrés de la variable sous-jacente au titre contingent par fs,, on

retrouve
1 c K
Cs, (K, s:0y,,.) = e (a+belar—) k) - e*”/ (y — K)fs, (y)dy (57)
0
ol
K e 1
[ o= misma = - (Nt - ety (0- ) (59)

Le développement présenté ci-dessous permet de poser de poser I’équation (57). La résolution de
I'intégrale impliquée dans cette équation est proposée dans le lemme 17. En combinant ces résultats,

on obtient la valeur d’une option d’achat européenne pour le systeme Sy, (56).
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Preuve 16

Cs, (K, 5i0y) — e /0 Ty Kt £, ()dy

= e /OOQ/ — K)fs, (y)dy

K

0 [e%) K

_ e /0 yfs, (y)dy — e /0 K fo, (y)dy — /0 (v~ K)fs, ()dy
K

= e (BlY]-K)—e"® / (y — K)fs, (y)dy
0

K
= e (agbelimD _K) e K dy.
e (a+e ) e /O(y ) s, (y)dy (59)

L’espérance de la variable aléatoire Y, dont la distribution est déterminée par le systeme Sy, des
fonctions de densité de Johnson est obtenue en utilisant 1’équation (48) qui permet de calculer
tout moment non-centré d’ordre n entier et positif d’une variable obtenue par le systeme S7. La

résolution de l'intégrale f_Koo (y — K) fs, (y)dy est proposée ci-dessous.

C.2.1 Résolution de l’intégrale fOK(y —K)fs, (y)dy

Lemme 17

/OK(y ~K)fs,(y)dy = b (N(ﬁ)eg N (19 - 61i>) o

ot n(e) est la fonction de densité d’une distribution normale centrée et réduite.
Preuve 17

Le premier passage de ce développement fait appel a l'intégration par partie. On utilise ensuite
la relation Y = 1g, (Z) pour substituer fg, par la fonction de densité d’une distribution normale

centrée et réduite.

: a /OK (/_: fse (Z)dz) dy

K
/0 (v — K) fs, (v)dy

b= ([ satra:)
—/OK ([ ssuteraz) ay
_ /0 " < [ Z v n(z)dz) dy.
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v—c

Le changement de variable v = @D;Ll (y), entrainant ¢ = @ZJng (K)etdy = %e( 7 )dv et 'utilisation

de I’équation (55), permettent de poursuivre et compléter la démonstration.

/OK@—K)st(y) - - / ( | n(z)dz) 5y

b vec
—f/ n(z)e @ dzdv
d —oo J—o0

E 9
= _bed / n(z)/ eddvdz
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D Expressions reliées au développement en série de Edgeworth
généralisé

Cette section présente tous les développements permettant d’approximer une fonction de densité
par un développement en série de Edgeworth généralisé basé sur une distribution lognormale ou

sur le systeme S, des fonctions de densité de Johnson.

D.1 Approximation d’une fonction de densité par un développement en série
de Edgeworth généralisé
Lemme 18 La fonction de densité d’une variable aléatoire Y dont les moments non-centrés sont

identifiés peut étre exprimée par un développement en série de FEdgeworth généralisé développé

autour d’une fonction de densité approximative f4.

_Bidfaly) | Bsdfaly)  Esd*faly)  Ead'fa(y)

frly) = faly) =7 m o dy? 3 dy 0 g e(y) (61)
ou
FEi = kK1i—FK (62)
By = ky—FRo+ F} (63)
Es = k3 —Fks+3EEy —2E} (64)
Ey = ky—FRa+4(k3 —R3)E1 + 3(ko — R2)? + 6E7 (kg — fo) + EY (65)

et ou ki, désigne le cumulant d’ordre i de la variable aléatoire Y obtenu a partir des moments
non-centrés ;. K; désigne le cumulant d’ordre i associ€ a la fonction de densité approzimative f4.

Les équations (67) a (70) permettent de relier k; et p; pour i =1,...,4.

Le terme d’erreur £(y) contient U'effet des termes d’ordre supérieurs a quatre du développement
en série et ne peut généralement pas étre borné analytiquement. L’approximation de la fonction
de densité fy par un développement en série de Edgeworth généralisé d’ordre quatre consiste a

reprendre 1’équation (61) en omettant le terme d’erreur e(y).

Eidfaly) | Exdfaly) Esd’faly) | Eid'faly)

fely) = faly) -7 dy 21 dy? 31 dy3 41 dy*

Preuve 18

Se référer a Jarrow & Rudd (1982).
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D.1.1 Expression des cumulants k; d’une variable aléatoire

Les cumulants apparaissent dans le développement en série de Taylor du logarithme de la

fonction caractéristique d’une variable aléatoire.

Lemme 19 Les quatre premiers cumulants d’une variable aléatoire k; peuvent étre exprimés en

fonction des moments non-centrés p; selon les relations suivantes :

K1 = [ (67)
K2 = M2 — M% (68)
K3 = 247 —3pips + p3 (69)
ke = —6pi 4+ 1203y — 3pb — Apnps + pa (70)

Preuve 19

Se référer a Abramowitz & Stegun (1972).

D.2 Développement en série de Edgeworth généralisé basé sur la distribution

lognormale

D.2.1 Parametres de la distribution lognormale

Lemme 20 Lorsque la fonction de densité approrimative employée dans le développement en série

de Edgeworth généralisé correspond a une distribution lognormale,

1 -1 (lo —a)?
W) = st S (71)

il est possible de fizer les parameétres a et G de telle sorte que les deux premiers moments non-centrés
associés 4 fr, soient équivalents a ceux de Y, la variable aléatoire dont on cherche a approximer la

fonction de densité.

o = 2log(m) — 5 loa(u) (72)
B = log(uz) — 2log(u1) (73)

ot o et B sont les paramétres de location et dispersion de la distribution lognormale et u; le moment

non-centré d’ordre i de la variable aléatoire Y.
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Preuve 20

Soit une variable aléatoire X dont la fonction de densité est donnée par I’équation (71). Par construc-
tion, I’expression des deux premiers moments non-centrés de cette variable correspond aux équations

suivantes :

EX] = % (74)

E[XQ] — p2at2p? (75)

En substituant les expressions de « et ( définies par les équations (72) et (73), on retrouve

EX]=m et E[X)=p. N

Lemme 21 Si les paramétres o et [ de la fonction de densité fr définie par ’équation (71)
respectent les équations (72) et (73), Uapproximation de la fonction de densité obtenue par le

développement en série de Edgeworth (66) peut étre remplacée par

(k3 — Rs) ®fr(y) n (kg — Ra) d* fL(y)
3! dy? 4! dy?*

fe.(y) = fuly)— (76)

ot k; correspond au cumulant d’ordre © de la variable aléatoire Y et K; correspond au cumulant

d’ordre 1 reproduit par la fonction de densité approrimative.
Preuve 21
Puisque f7, permet la reproduction des deux premiers moments de la variable Y, on retrouve k; = £;

pour ¢ = 1, 2. Par conséquent, Fy; =0, Fs = 0 ce qui implique F3 = k3 — K3z et By = kg — Ky. B

D.2.2 Expression des cumulants k; associés a la distribution lognormale

Lemme 22 Pour une variable dont la fonction de densité est celle d’une distribution lognormale

(71), en reprenant les équations (67) a (70), on retrouve les expressions suivantes pour les cumu-

lants :
Ky = elet®) (77)
ko = e2atB(ef 1) (78)
Ky = Bt (B )28 4 9) (79)
Ky = 6(40""252)(662 - 1)2(6462 12638 43627 _ 6) (80)

ot K; représente le cumulant d’ordre i, a et B les paramétres de location et dispersion de la distri-

bution lognormale.
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Preuve 22
Voir les équations (67) & (70).

D.3 Développement en série de Edgeworth généralisé basé sur le systeme fg,

Lemme 23 Si les paramétres [a b c d)T du systéme Sp, des fonctions de densité de Johnson sont
fixés de telle sorte que les trois premiers moments de la variable aléatoire Y sont reproduits, I’ap-
proximation de fy par un un développement en série de Edgeworth généralisé basé sur fs, est

donné par

2 d4
foo, ) = fs () + BF 234(1,)

(81)

ot Kk; correspond au cumulant d’ordre © de la variable aléatoire Y et §; correspond au cumulant

d’ordre © reproduit par fs, .
Preuve 23

Puisque fs, permet la reproduction des trois premiers moments de la variable aléatoire Y, on
retrouve k; = K; pour ¢ = 1,2,3. Par conséquent, £1 = 0, F» = 0 et E3 = 0 ce qui implique

E4:/i4—l'€~4. [ |
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E Approximations analytiques basées sur le développement en

série de Edgeworth généralisé

E.1 Approximation analytique basée sur la fonction fg,

Dans cette section, nous allons montrer que la valeur d’une option d’achat européenne, lorsque
la distribution de la variable sous-jacente a échéance peut étre approchée par le développement en

série de Edgeworth généralisé basé sur la distribution lognormale, est donnée par :

Cp, (K, 5:0y) = e (e”"fN(dl) - KN(d2)> B S ) Yz, ;K>
+6_T5("ZL! — Ky) de;:;Q(K) (82)
ou
sy _ loel/)ta -
B
d = dy+ 8 (84)
Ry = e<3a+#)(652 _ 1)2(652 +2)
Ra o= o2 — )2 4263 43627 — )
Ky = 2pF = 3paps + py
Ka = =6y + 120340 — 315 — Az + pra

et ot K le prix d’exercice de I'option, s I’échéance de 1’option en nombre de périodes et 8y = [a 3]

le vecteur contenant les deux parametres déterminés par les équations (72) et (73).

Lemme 24 En notant ’approrimation de la fonction de densité deY obtenue via le développement
en série de Edgeworth basé sur une distribution lognormale par fg,, on retrouve

o e~ TS (Fa — K 0o 3
Cp, (K, 50y) = B*”/K (y—K)fEL(y)dy—(;’!?’)/K (y—K)dJ:fyg(y)dy

6_7"9(,‘%4 _ ,‘14) /oo<y B K) d4fEL (y) dy

4!

+
K dy4

(85)

ot k; représente le cumulant d’ordre i de la variable aléatoire associée a la fonction de densité

approzimative fg, définie auxr équations (77) a (80) et ki, le cumulant d’ordre i de la variable

aléatoire sous-jacente au titre contingent.
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Preuve 24

Cou(Kosity) = o [ (= K)*fi, )y
e [ K )y
/: ( () — (R ; K3) d3§§3(y) N (%4;@1) d4§;§y)> dy
/: )dy—W/:(y—K)dsgzg(y)dy
. 45(44!—/«”4) /:(y K)d4§§§y) dy.

E.1.1 Résolution de I'intégrale ["(y — K)f1(y)dy
Lemme 25
[ w-Eiatdy = TN - KN ()

ol

log(1/K) + «
B
di = do+p

et N(e) est la fonction de densité cumulative d’une distribution normale centrée et réduite.

Preuve 25

Par construction Y = e**5Z ot Z ~ N(0,1). Les fonctions de densité et de distribution de z sont

notées respectivement par n(e) et N(e). De la,

/ “w- K)oy = / (P~ Kn(z)dz
K —dso

= eo‘/ eﬁzn(z)dz—K/ n(z)dz
_ do
dg dz

= eo‘/ dz—K/

| " L — KNG
= %z e 2V nv)dv — 9
Coo V2T

2
= T N(dy) - KN(dy)

ou

log(1/K) + «
s
dy = dy+5 W

dy =
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E.1.2 Résolution de I'intégrale [~ (y — K)di%yi(y)dy

Lemme 26

/oo(y B K) dlfL(y) dy _ dyz_Q

pour t > 2.

Preuve 26

/m(y*K)dlfL(y)dy =
_ _/OO di_lfL(y)dy

e dyifl
A fr(y)
dyi72 %
diiQfL (K)

T aer "

o0
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E.2 Approximation analytique basée sur la fonction fEsL

Dans cette section, nous allons montrer que la valeur d’une option d’achat européenne, lorsque
la distribution de la variable sous-jacente a échéance peut étre approchée par le développement
en série de Edgeworth généralisé basé sur le systeme S;, des fonctions de densité de Johnson, est
donnée par :

e (kg — k) d* fs, (K)

C’ESL(K?S;GY) = Cs,(K,s0y)+ 4 dy?

(90)

ou K le prix d’exercice de l'option, s I’échéance de 'option en nombre de périodes et Oy = [a b ¢ d]T
le vecteur de parametres permettant de reproduire les trois premiers moments de Y et Cg, (K, s; 0y)

le résultat donné par 1’équation (57).

Lemme 27 En notant ’approzimation de la fonction de densité deY obtenue via le développement

en série de Edgeworth basé sur le systeme Sy, par fs,, on retrouve

s [ e " (Fy — ka) [T d*fs, (y)
Cps, (K,s:0y) = e /K (y—K)st(y)der#/K (y—K)dS?dy (91)

ol k; représente le cumulant d’ordre i de la variable aléatoire associée a la fonction de densité
approzimative fg, définie aur équations (67) a (70) et k;, le cumulant d’ordre i de la variable

aléatoire sous-jacente au titre contingent.

Preuve 27

Ce résultat combine les lemmes 16 et 26.1
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F Fonction de vraisemblance associée au processus NGARCH

Cette section permet d’établir la fonction de vraisemblance caractérisant la distribution jointe
du rendement logarithmique d’une série d’observations {In (%) :t=1,2,...,n} dont la dyna-

mique est spécifiée par un processus NGARCH sous la mesure P.

S 1
In < H—l) = 1+ )\\/ht+1 — iht—H + \/ht+15t+1; t= 0, 1, NN (92)

St
his1 = Po+ Brhe + Bohy(er — 0)%, t =1,2,. .. (93)

ol, tel que détaillé dans la section 6, 7; est le rendement composé périodique d’un actif non-risqué,
A est une prime de risque constante, h;+1 est la variance conditionnelle du rendement de 'actif
risqué et {e; : t =0,1,2,...}, sous la mesure P, est une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées selon une loi gaussienne centrée et réduite. La structure d’information
est modélisée par la filtration {F; : t € {0,1,2,...}} ou Fy est la tribu engendrée par (Sp,h1) et
Fi, la tribu engendrée par {Sp, h1,e5 : s € {1,2,...,t}}; ce qui implique que h; est F;_j-mesurable.

Lemme 28 La fonction de vraisemblance conditionnelle caractérisant la distribution jointe d’ob-

servations provenant de la série définie par l’équation (92) est

. 1 — gk Yi—(rica AR - ’
L(Ya,....Yni0) = ][] e i 2 (94)
i—o \/27Thi
ol
Si
Y, = 1 95
n (Si—1> (95)

et ot ¢ = [Bo 1 B2 A O)T correspond au vecteur de paramétres associés au processus NGARCH.

Preuve 28

En posant Y11 = 1H(Sgtl ), on obtient par construction du processus NGARCH que la fonction de

densité de Y;41 conditionnelle a F; est donnée par

1 -5 - 1 r—h;ft 2
f3/t+1\.7:t(y;¢> = \/me 2hy (y (re—1+Avhe = ) (96)

En utilisant le fait que la fonction de densité jointe d’une série d’observations peut étre exprimée
comme le produit des densités conditionnelles et en négligeant le premier terme associé a Y7, on

retrouve la fonction de vraisemblance conditionnelle posée a ’équation (94). W
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G Programmes Matlab

Moments de la variance conditionnelle future

function[Output]=Expressions_Moments (Input);

[Nb_Sim,Param,Period,Nb_Per,Test]=Extract_Monte_Carlo_Simulation(Input);
[Beta_0,Beta_1,Beta_2,Theta,Lambda,h_1]=Extract_Param(Param);
Pos_Index=1;
Mu=Compute_Mu(Param) ;
M=Compute_M(Param,Mu) ;
V_Beta_O=Beta_0."(1:4)7;
Moments_Theoriques(1,:)=((h_1*ones(4,1)).7((1:4)°))";
if Period(1)==
Moments (Pos_Index, : )=Moments_Theoriques(1,:);
Pos_Index=Pos_Index+1;
end
for Ind=1:Nb_Per-1
Moments_Theoriques(Ind+1,:)=(V_Beta_O+M*Moments_Theoriques(Ind,:)’)’;
if Ind+1==Period(Pos_Index)
Moments (Pos_Index, :)=Moments_Theoriques(Ind+1,:);
Pos_Index=Pos_Index+1;
end
end
if Test.Variable
Output.Moments=Moments;
else
Temp=Moments;
E_H1=Temp(:,1);
E_H2=Temp(:,2);
E_H3=Temp(:,3);
E_H4=Temp(:,4);
clear Moments;
Moments(:, [2 4])=Temp(:,[1 2]);
Ordre=2;
Frac=[0.5];
Frac_Moments=(E_H1. Frac)+0.5%x(E_H2-E_H1."2) .*Frac.*(Frac-1) .*(E_H1." (Frac-2));
if Ordre>2
Frac_Moments=Frac_Moments+((Frac*(Frac-1)*(Frac-2))/6)*(E_H1." (Frac-3))
.x(E_H3-3*E_H1.*E_H2+2*E_H1.°3);
end
if Ordre>3
Frac_Moments=Frac_Moments+0.5% ((Frac*(Frac-1)*(Frac-2)*(Frac-3))/24)*(E_H1." (Frac-4))
.*%(E_H4-4*E_H3.*E_H1+6%E_H2.*E_H1."2-3*E_H1."4);
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end

Moments(:,1)=Frac_Moments;

Frac=[1.5];

Frac_Moments=(E_H1. Frac)+0.5%(E_H2-E_H1."2) .*Frac.*(Frac-1) .*(E_H1." (Frac-2));

if Ordre>2
Frac_Moments=Frac_Moments+((Frac*(Frac-1)*(Frac-2))/6)*(E_H1." (Frac-3))

.x(E_H3-3*E_H1.*E_H2+2*E_H1."3);

end

if Ordre>3
Frac_Moments=Frac_Moments+0.5%((Frac*(Frac-1)*(Frac-2)*(Frac-3))/24)*(E_H1." (Frac-4))

.*x(E_H4-4*E_H3.*E_H1+6+E_H2.*E_H1. 2-3*E_H1.74);

end

Moments(:,3)=Frac_Moments;

Output.Moments=Moments;

end

function [Mu]=Compute_Mu(Param)

[Beta_0,Beta_1,Beta_2,Theta,Lambda,h_1]=Extract_Param(Param) ;
ID=(0:4)’; vi=v_factorial (2*ID)./ (2. ID.*v_factorial(ID)) H
nu=zeros(5,5); for j=0:4
for 1=0:j
nu(l+1, j+1)=(v_factorial (2*%j)./(v_factorial (2x1) .*v_factorial (2*j-2%1)))
*(Theta+Lambda) ~ (2% (j-1))*v1(1+1);
end
end nu=sum(nu)’;
Mu=zeros(5,4); for k=1:4
for j=0:k
Mu(j+1,k)=(v_factorial(k)/(v_factorial(j)*v_factorial(k-j)))*Beta_1"(k-j)
*Beta_27 (j)*nu(j+1);
end

end Mu=sum(Mu)’;

function M=Compute_M(Param,Mu) ;

[Beta_0,Beta_1,Beta_2,Theta,Lambda,h_1]=Extract_Param(Param);
M=zeros(4,4); for Ind_1=1:4
for Ind_2=1:Ind_1
M(Ind_1,Ind_2)=Beta_0"(Ind_1-Ind_2)*(v_factorial(Ind_1)/(v_factorial(Ind_2)
*v_factorial (Ind_1-Ind_2)))*Mu(Ind_2);
end

end
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Simulation Monte-Carlo

function [Output]=Monte_Carlo_Simulation(Input)

[Nb_Sim,Param,Period,Nb_Per,Test]=Extract_Monte_Carlo_Simulation(Input);
[Beta_0,Beta_1,Beta_2,Theta,Lambda,h_1]=Extract_Param(Param) ;
Pos_Index=1;
h_1=h_i*ones(Nb_Sim,1);
Nb_Points=max(size(Period,1),size(Period,2));
if Test.Trajectoires==
Output.Trajectoires=zeros(Nb_Sim,Nb_Points) ;
end
if Period(Pos_Index)==
if Test.Variable==
Data=h_1;
else
Data=sqrt(h_1);
end
if Test.Trajectoires==
Output.Trajectoires(:,Pos_Index)=Data;
end
if Test.Data_Figure==
Output.Data_Figure.Moyenne(:,Pos_Index)=
[mean(Data) ;mean(Data."2) ;mean(Data."3) ;mean(Data."4)];
Output.Data_Figure.Ecart_Type(:,Pos_Index)=
[std(Data) ;std(Data."2);std(Data."3);std(Data.~4)]/sqrt(Nb_Sim);
end
if Test.Moments==
Output.Moments(:,Pos_Index)=[mean(Data) ;mean(Data."2) ;mean(Data."3) ;mean(Data."4)];
end
Pos_Index=Pos_Index+1;
end
for Ind_1=2:Nb_Per
e=randn(Nb_Sim,1);
Y=Beta_1+Beta_2%*(e-(Theta+Lambda))."2;
h_2=Beta_O0+h_1.x*Y;
if Ind_1==Period(Pos_Index)
if Test.Variable==
Data=h_2;
else
Data=sqrt(h_2);
end
if Test.Trajectoires==
Output.Trajectoires(:,Pos_Index)=Data;
end

if Test.Data_Figure==
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Output.Data_Figure.Moyenne(:,Pos_Index)=
[mean(Data) jmean(Data."2) ;mean(Data."3) ;mean(Data."4)];
Output.Data_Figure.Ecart_Type(:,Pos_Index)=
[std(Data) ;std(Data."2);std(Data.~3);std(Data.~4)]/sqrt(Nb_Sim);
end
if Test.Moments==
Output.Moments(:,Pos_Index)=[mean(Data) ;mean(Data."2) ;mean(Data."3) ;mean(Data."4)];
end
Pos_Index=Pos_Index+1;
end
h_1=h_2;

end

Paramétrisation du systeme Sy

function [Parameters, Johnson_Moments]=Parametrisation_Johnson_SU(Analytical_Moments)

options=optimset (’TolFun’,le-16);

for Ind_Temps=1:size(Analytical_Moments,2)
Param=fsolve(@Johnson_Moments_Param_SU, [1;1;1;1] ,options,Analytical_Moments(:,Ind_Temps));
Moments=Eval_Johnson_Moments_SU(Param) ;
Parameters(:,Ind_Temps)=Param;
Johnson_Moments (:,Ind_Temps)=Moments;

end

function [Moments]=Eval_Johnson_Moments_SU(Param)

a=Param(1);
b=Param(2) ;
c=Param(3);

d=Param(4);

vi=exp(1/(2*d~2))*sinh(-c/d);

v2=0.5%*(exp(2/(d~2))*cosh(2*c/d)-1);
v3=0.25%(exp(9/(2*d"~2) ) *sinh(-3*c/d) -3*exp(1/(2*d"2) ) *sinh(-c/d));
v4=(1/16)* (2%exp(8/(d~2) ) *cosh(4*c/d) -8xexp(2/(d"2)) *cosh(2*c/d) +6) ;
E_Y(1,1)=a+b*vl;

E_Y(2,1)=a"2+2%a*xb*vi+b~2*v2;
E_Y(3,1)=a"3+3*a"2*b*v1+3*a*xb~2*xv2+b~3*v3;
E_Y(4,1)=a"4+4*a"3*b*v1+6*a”2%b~2*v2+4*axb~3*v3+b~4*v4;
Moments=[E_Y];

function [Eqn_System]=Johnson_Moments_Param_SU(Param,Moments)
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Scale_Factor=1./Moments;

a=Param(1);
b=Param(2) ;
c=Param(3);

d=Param(4);

vi=exp(1/(2%d~2))*sinh(-c/d);

v2=0.5%(exp(2/(d~2))*cosh(2*c/d)-1);
v3=0.25%(exp(9/(2*%d"2)) *sinh(-3%c/d) -3*exp(1/(2*%d"2) ) *sinh(-c/d)) ;
v4=(1/16) * (2xexp(8/(d~2) ) *cosh(4*c/d) -8*exp(2/(d"2) ) *cosh(2xc/d)+6) ;
E_Y(1,1)=a+b*v1;

E_Y(2,1)=a"2+2%axb*v1+b~2*v2;
E_Y(3,1)=a"3+3*a"2*b*v1+3*axb”2%v2+b~3*v3;
E_Y(4,1)=a"4+4*a"3%b*v1+6%a”2xb~2*v2+4*a*b~3*v3+b~4*v4;
Eqn_System(:,1)=E_Y-Moments; Eqn_System=Eqn_System.*Scale_Factor;

Paramétrisation du systeme S

function [Parameters, Johnson_Moments]=Parametrisation_Johnson_SL(Analytical_Moments)

options=optimset(’TolFun’,le-16);

for Ind_Temps=1:size(Analytical_Moments,2)
[Output]=Moment_Conversion(Analytical_Moments(:,Ind_Temps)’);
Omega=fsolve(@Spec_System,1,optimset(’fsolve’),0Output.Betal);
b=sign(Output.Betal);
d=(1log(Omega)) "~ (-1/2);
c=(1/2)*d*log(Omega* (Omega-1)/(Output.Statistics(2)"2));
a=b*0utput.Statistics(1)-exp((1/(2%d)-c)/d);
Param=[a;b;c;d];
Moments=Eval_Johnson_Moments_SL(Param) ;
Parameters(:,Ind_Temps)=Param;
Johnson_Moments (:,Ind_Temps)=Moments;

end
function [Moments]=Eval_Johnson_Moments_SL(Param)

a=Param(1);
b=Param(2) ;
c=Param(3) ;
d=Param(4) ;
vi=exp((172-2%1xcxd)/(2%d"2));
v2=exp ((2°2-2%2xc*d) / (2%¥d"2) ) ;
v3=exp ((372-2x3xc*d)/(2%d"2)) ;
va=exp ((4°2-2%4*c*d) /(2%d"2)) ;
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E_Y(1,1)=a+b*vl; E_Y(2,1)=a"2+2%a*xb*vi+b~2*v2;
E_Y(3,1)=a"3+3*a"2xb*v1+3*a*b~2*v2+b~3*v3;
E_Y(4,1)=a"4+4*a"3xb*xv1+6xa~2+b"2*v2+4*a*b~3*v3+b~4*v4;
Moments=[E_Y];

Approximation analytique Sy

function Price=Approximation_SU(Param,K,r,s);

a=Param(1);

b=Param(2) ;

c=Param(3);

d=Param(4) ;

kappa=c+d*invsinh((K-a)/b);

Price=exp(-r*s)*(a-b*exp(1/(2xd"~2))*sinh(c/d)-K)

+(b*exp(-r*s)*xexp(1/(2%d~2)))/(2)*(exp(c/d) *normcdf (kappa+(1/d))-exp(-c/d)
*normcdf (kappa-(1/d)))+exp (-r*s)* (K-a) *normcdf (kappa) ;

Approximation analytique S},

function Price=Approximation_SL(Param,K,r,s);

a=Param(1);
b=Param(2) ;
c=Param(3);
d=Param(4) ;
kappa=c+d*log((K-a)/b);
Price=exp (-r*s)* (a+b*exp((1/(2%d~2))-(c/d))-K)
+exp (-r*s) * ((K-a) *normcdf (kappa) -bxexp ((1/(2%d~2))-(c/d) ) *normcdf (kappa-(1/d)));

Approximation analytique Edgeworth F

function Price=Approximation_Edgeworth(Param,K,r,s);

Alpha=Param(1) ;

Beta=Param(2);

Coeffi=Param(3);

Coeff2=Param(4);

d_2=(log(1/K)+Alpha)/Beta;

d_1=d_2+Beta;

Price=exp(-r*s)*(exp(Alpha+0.5*Beta”2) *normcdf (d_1) -K*normcdf (d_2))
+Coeff1*d1(K,Alpha,Beta)+Coeff2+d2(K,Alpha,Beta) ;
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Approximation analytique Edgeworth S,

Coeff=Param(4); a=Param_Johnson(1); b=Param_Johnson(2); c=Param_Johnson(3); d=Param_Johnson(4);

Price=Approximation_SL(Param_Johnson,K,r,s)+Coeff*d2(K,a,b,c,d);

Estimation des parametres du processus NGARCH

function [Outputs]=Estim_NGARCH(Data_Set,Risk_Free_Rate)

Figures=1; Nb_Set=size(Data_Set,2); Options = optimset(’display’,’iter’,
’TolX’,1e-16,’TolFun’,1le-16, ’MaxFunEvals’,25000, ’DiffMinChange’,1e-16, ’MaxIter’,10000, ’Largescale’,’off’);

Y=log((1./Data_Set(2:end))./(1./Data_Set(1:end-1)))-(Risk_Free_Rate(2:end)/252);
Theta0=[0.10; 1le-5 ; 0.75; 0.10; 0.10]; % Valeurs de d\’{e}part

Outputs.Data_Brute=Data_Set; Outputs.Log_Rendement=Y;

[Theta,Log_Likelihood]=fminsearch(’NGARCH_Likelihood’,Theta0,0Options,Y,0);
[Outputs.Likelihood,St_Dev,Outputs.Innovations,Outputs.Cond_Var]=NGARCH_Likelihood(Theta,Y,1);

Outputs.Estimations=[Theta]; Outputs.Std_Dev=[St_Dev];
Outputs.T_Stat=0Outputs.Estimations./Outputs.Std_Dev; pos=isinf (Qutputs.T_Stat);

Outputs.T_Stat (pos)=0;

function [Log_Likelihood,Std_Dev,Innov,Variance]=NGARCH_Likelihood(Param,Data,Flag)

% Fonction de vraisemblance d’une s\’{el}rie g\’{e}n\’{e}r\’{e}e par une processus
% NGARCH sans constante

Lambda=Param(1); bO=Param(2); bl=Param(3); b2=Param(4); Theta=Param(5);

% Initialisation des variables

n=length(Data) ;

e=zeros(n,1);

h=zeros(n,1);

Log_Likelihood=zeros(n,1);

e(1)=0;

h(1)=b0/(1-b1-b2*(1+Theta~2));

for i=2:n
h(i,1)=b0+b1l.*h(i-1,1)+b2.*h(i-1,1).*(e(i-1,1)-Theta). 2;
e(i,1)=(Data(i,1)-Lambda*sqrt(h(i,1))+0.5%h(i,1))/sqrt(h(i,1));
end

Log_Likelihood = 0.5%1log(h)+0.5%(e."2);

if Flag==
Log_Likelihood=sum(Log_Likelihood) ;
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end

if Flag==
Log_Likelihood=sum(Log_Likelihood);
Variance=h;
Innov=e;
% Estimation de la matrice variance-covariance par 1’inversion de la
% matrice d’information estim\’{e}e
I=Info_Matrix(Data,Param);
Cov=inv(I);
Std_Dev=sqrt(diag(Cov));

end

function [I]=Info_Matrix(Data,Param)

Flag=2; dx=0.00000001; for i=1:length(Param)

Choc=zeros(length(Param),1);

Choc (i)=dx;

G(:,1)=(NGARCH_Likelihood (Param+Choc,Data,Flag)-NGARCH_Likelihood(Param-Choc,Data,Flag))/(2*dx);
end I=G’*G;

Autres routines

function [Mu]=Compute_Mu(Param)

[Beta_0,Beta_1,Beta_2,Theta,Lambda,h_1]=Extract_Param(Param);
ID=(0:4)’; vi=v_factorial(2*ID)./ (2. ID.*v_factorial(ID)) ;
nu=zeros(5,5); for j=0:4
for 1=0:j
nu(l+1, j+1)=(v_factorial (2*j)./(v_factorial (2x1) .*v_factorial (2*j-2%1)))
*(Theta+Lambda) ~ (2% (j-1))*v1(1+1);
end
end nu=sum(nu)’; Mu=zeros(5,4); for k=1:4
for j=0:k
Mu(j+1,k)=(v_factorial(k)/(v_factorial(j)*v_factorial(k-j)))
*Beta_1"(k-j)*Beta_2" (j)*nu(j+1);
end

end Mu=sum(Mu)’;

function p = v_factorial(n) for i=1:length(n)
p(i,1) = prod(1:n(i));

end

function [Beta_O,Beta_1,Beta_2,Theta,Lambda,h_1]=Extract_Param(Param);

63



Beta_0
Beta_1
Beta_2
Theta
Lambda
Stat_h
h_1

= Param.Beta_0;
= Param.Beta_1;
= Param.Beta_2;
= Param.Theta;
= Param.Lambda;
= Beta_0/(1-Beta_1-Beta_2*(1+(Theta+Lambda)~2));

= Param.h_1*Stat_h;

function [Nb_Sim,Param,Period,Nb_Per,Test]=Extract_Monte_Carlo_Simulation(Input);

Nb_Sim
Param

Period
Nb_Per

Test

= Input.Nb_Sim;
= Input.Param;
= Input.Period;
= Period(end);

= Input.Test;

function [Output]=Moment_Conversion(Moments)

Nb_Data=size(Moments,1);

Output.

Output.

Output

Output.

Output.

Output.
Output.

Output.

Output.

Output.

Output

Output.
Output.

Raw_Moments=Moments;

Centered_Moments(:,1)=Moments(:,1);

.Centered_Moments(:,2)=Moments(:,2)-Moments(:,1)."2;

Centered_Moments(:,3)=Moments(:,3)-3.*Moments(:,1).*Moments(:,2)
+2.*Moments(:,1).73;
Centered_Moments(:,4)=Moments(:,4)-4.*Moments(:,1).*Moments(:,3)

+6.*Moments(:,1)."2.*Moments(:,2)-3.*Moments(:,1)."4;

Cumulants(:,1)=Moments(:,1); Output.Cumulants(:,2)=Moments(:,2)-Moments(:,1).72;
Cumulants(:,3)=Moments(:,3)-3.*Moments(:,1).*Moments(:,2)+2.*Moments(:,1)."3;
Cumulants(:,4)=Moments(:,4)-4.*Moments(:,1).*Moments(:,3)-3.*Moments(:,2)."2

+12.*Moments(:,2) .*Moments(:,1).72-6.*Moments(:,1)."4;

Statistics(:,1)=Moments(:,1); Output.Statistics(:,2)=sqrt(Output.Centered_Moments(:,2));

Statistics(:,3)=0utput.Centered_Moments(:,3)./(0Output.Centered_Moments(:,2).7(3/2));

.Statistics(:,4)=0utput.Centered_Moments(:,4)./(Output.Centered_Moments(:,2).7(2));

Betal=(Output.Centered_Moments(:,3))./Output.Statistics(:,2).73;
Beta2=0utput.Centered_Moments(:,4)./(Output.Centered_Moments(:,2).7(2));

64



function output=invsinh(input)

output=log(input+sqrt (1+input~2));

function [dens]=d1(x,mu,sig)
dens=-1/2%(log(x)-mu) ./sig"3./x."2.*%exp(-1/2*(log(x)-mu) ."2/sig"~2)*2~(1/2) /pi~(1/2)
-1/2x%exp(-1/2%(log(x)-mu) . ~2/sig~2)*2~ (1/2) /pi~(1/2) /sig./x."2;

function [dens]=d2(x,mu,sig)

dens=-1/2./x.73/sig"3.*exp(-1/2*%(log(x)-mu) . 2/sig"2)*2"(1/2)/pi~(1/2)
+3/2%(log(x)-mu) ./sig"3./x."3.*exp(-1/2*(log(x)-mu) ."2/sig"2)*2"(1/2) /pi~(1/2)
+1/2%(log(x)-mu) ."2./sig"5./x. 3. *exp(-1/2*(log(x)-mu) . ~2/sig"~2)*2~(1/2) /pi~(1/2)
+exp(-1/2%(Log(x)-mu) . "2/sig~2)*2~(1/2) /pi~(1/2)/sig./x."3;

function [dens]=d2(x,a,b,c,d) PI=pi;
dens=-1./2.%2.7(1./2)./PI.7(1./2).%d."3./(x-a) . 3.xexp(-1./2.*(c+d.*log((x-a)./b))."2)
+3./2.%2.7(1./2) ./PI."(1./2) .x(c+d.*log((x-a)./b)) .*d."2./(x-a) . 3.*exp(-1./2.*(c+d.*log((x-a)./b))."2)
+1./2.%2.7(1./2) ./PI."(1./2) .x(c+d.*log((x-a)./b))."2.%d."3./(x-a) ."3.*exp(-1./2.*(c+d.*log((x-a)./b))."2)
+2.7(1./2)./PI."(1./2) .xexp(-1./2.x(c+d.*log((x-a)./b))."2) .*d./(x-a) ."3;
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F1a. 1 — Reproduction de la fonction de densité de h;1 s dans un contexte de faible persistance

Parametres NGARCH : gy = 0.00001, g1 = 0.70, 52 = 0.1000, 6 + A = 0.5000
Constantes critiques : u; = 0.825, us = 0.711, ug = 0.650, pug = 0.644
ht+1 — E[h]
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Les deux approximations de la fonction de densité basées sur un développement en série de Edgeworth ne sont pas présentées.
Les facteurs de corrections font en sorte que l'ordre de grandeur de la fonction obtenue n’est pas comparable. L’estimation de
la fonction de densité est obtenue par une méthode de noyau basée sur une simulation Monte Carlo de 500000 trajectoires. La

valeur initiale de h¢4s est fixée & son niveau stationnaire.
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FiG. 2 — Reproduction de la fonction de répartition de hy+s dans un contexte de faible persistance

Parametres NGARCH : gy = 0.00001, g; = 0.70, 52 = 0.1000, 6 + A = 0.5000
Constantes critiques : u; = 0.825, us = 0.711, ug = 0.650, pug = 0.644
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Les deux approximations de la fonction de répartition basées sur un développement en série de Edgeworth ne sont pas présentées.
Les facteurs de corrections font en sorte que I'ordre de grandeur de la fonction obtenue n’est pas comparable. L’estimation de la
fonction de répartition est obtenue par une simulation Monte Carlo de 500000 trajectoires. La valeur initiale de h¢ys est fixée

a son niveau stationnaire.
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Fic. 3 — Reproduction de la fonction de densité de h;4s dans un contexte de forte persistance

Parametres NGARCH : gy = 0.00001, g1 = 0.70, 52 = 0.1500, 6 + A = 0.3500
Constantes critiques : u; = 0.825, us = 0.711, ug = 0.650, pug = 0.644
ht+1 — E[h]
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Les deux approximations de la fonction de densité basées sur un développement en série de Edgeworth ne sont pas présentées.
Les facteurs de corrections font en sorte que l'ordre de grandeur de la fonction obtenue n’est pas comparable. L’estimation de
la fonction de densité est obtenue par une méthode de noyau basée sur une simulation Monte Carlo de 500000 trajectoires. La

valeur initiale de h¢4s est fixée & son niveau stationnaire.
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F1G. 4 — Reproduction de la fonction de répartition de hy4s dans un contexte de forte persistance

Parametres NGARCH : gy = 0.00001, g1 = 0.70, 52 = 0.1500, 6 + A = 0.3500
Constantes critiques : u; = 0.825, us = 0.711, ug = 0.650, pug = 0.644
ht+1 — E[h]
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Les deux approximations de la fonction de répartition basées sur un développement en série de Edgeworth ne sont pas présentées.
Les facteurs de corrections font en sorte que I'ordre de grandeur de la fonction obtenue n’est pas comparable. L’estimation de la
fonction de répartition est obtenue par une simulation Monte Carlo de 500000 trajectoires. La valeur initiale de h¢ys est fixée

a son niveau stationnaire.
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Fi1G. 5 — Histogramme des erreurs relatives d’évaluation par I’approximation Sy,

350
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Les erreurs relatives d’évaluation sont obtenues par le ratio entre 'erreur d’évaluation absolue et ’estimé Monte-Carlo obtenu

par une simulation de 1000000 trajectoires. L’erreur d’évaluation absolue consiste en la valeur absolue de la différence entre

I’éstimé Monte-Carlo et la valeur obtenue par ’approximation Sy, .
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F1G. 6 — Analyse de sensibilité de C's, par rapport a hs41

Parametres NGARCH : 8y = 0.00000, 8; = 0.98, 5o = 0.0136, 6 + A = 0.1280
Constantes critiques : py = 0.992, po = 0.984, 3 = 0.977, ugy = 0.970
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F1G. 7 — Analyse de sensibilité de C's, par rapport a s

Parametres NGARCH : 8y = 0.00000, 8; = 0.98, 52 = 0.0136, 0 + X = 0.1280
Constantes critiques : u; = 0.992, puo = 0.984, pu3 = 0.977, ugy = 0.970
K = E[h]

x 10

) — h,,[EN}=080
8, °, _ -
— - hEM=100

. hJEM=120

50 100 150 200 250

81



